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Abstract

(german)

In der vorliegenden Arbeit werden Ovale und ihre Kollineationsgruppen in kompakten unzusam-
menhängenden Pappos-Ebenen untersucht. Für eine gewisse Klasse von abgeschlossenen, stetig dif-
ferenzierbaren Ovalen in p-adischen Ebenen – sog. Tillmann-Ovalen – wird geklärt, unter welchen
Umständen diese eine transitive Kollineationsgruppe gestatten. Ovale mit transitiver Kollineati-
onsgruppe nennt man auch homogen. Die Existenz von homogenen Ovalen in p-adischen Ebenen,
die keine Kegelschnitte sind, wird nachgewiesen.

Es werden weiterhin alle algebraischen Kurven in einer projektiven Ebene über einem algebraisch
abgeschlossenen Körper klassifiziert, die eine unendliche Kollineationsgruppe gestatten. Außerdem
werden Scharen bzw. Mengen verschiedener algebraischer Kurven mit unendlichem gemeinsamen
Stabilisator betrachtet. Hierbei wird speziell auch auf Kegelschnitte bzw. Kegelschnittscharen ein-
gegangen.
Die Klassifikation aller algebraischen Kurven mit unendlicher Kollineationsgruppe über algebraisch
nicht abgeschlossenen Körpern wird ebenfalls durchgeführt.

(english)

In this paper we study ovals and their collineation groups in compact totally disconnected Pap-
pian planes. For a certain class of closed, continuously differentiable ovals in p-adic planes – so
called Tillmann-Ovals – we answer the question, under what circumstances they have a transitive
collineation group. Ovals whith a transitive collineation group are also called homogeneous. The
existence of homogeneous ovals in p-adic planes, which are not conics, is proved.

In addition, we classify all algebraic curves in a projective plane over an algebraically closed field,
which have an infinite collineation group. We also look at sets of different algebraic curves with an
infinite common stabilizer. Especially sets of conics are considered.
Also, the classification of all algebraic curves with an infinite collineation group over not algebrai-
cally closed fields is carried out.
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil behandelt eine Fragestellung aus der
ebenen projektiven Geometrie. Um diese bearbeiten zu können, sind die Ergebnisse des zweiten
Teils erforderlich: Die Klassifikation aller algebraischen Kurven in Pappos-Ebenen, die eine unend-
liche lineare Kollineationsgruppe gestatten. Diese Klassifikation ist vom ersten Teil unabhängig.

Der Hauptgegenstand der Untersuchungen des ersten Teils sind Ovale und ihre Kollineations-
gruppen in kompakten unzusammenhängenden Pappos-Ebenen. Eine nichtleere Teilmenge O der
Punktmenge einer projektiven Ebene heißt Oval, falls gilt:

(I) Jede Gerade trifft O in höchstens zwei Punkten.

(II) Zu jedem Punkt P ∈ O gibt es genau eine Gerade T , die O nur im Punkt P trifft, die
sogenannte Tangente.

Man weiß, daß es in jeder unendlichen – nicht notwendigerweise desarguesschen – projektiven Ebe-
ne Ovale gibt (vgl. [1] und [12]). Die bekanntesten Vertreter von Ovalen in Pappos-Ebenen sind
die Kegelschnitte. Ein Oval ist aber im Allgemeinen kein Kegelschnitt.

Tragen ein (kommutativer) Körper K und die zugehörige projektive Ebene P2(K) eine Topologie,
so interessiert man sich in erster Linie für topologische Ovale, d.h. Ovale, die bzgl. der vorliegenden
Topologie gutartig sind. Dies äußert sich in der Abgeschlossenheit und – je nach Körper – etwa
einem geeigneten Differenzierbarkeitsbegriff. Die zentrale Frage ist hier, ob und wenn ja wie die
Klasse der topologischen Ovale von den Kegelschnitten abweicht. Für die komplexe projektive Ebe-
ne etwa hat Buchanan in [3] gezeigt, daß jedes im Sinne der gewöhnlichen Topologie abgeschlossene
Oval in P2(C) ein Kegelschnitt ist.
Wenn ein Oval über R eine algebraische Kurve ist, kann ihr Grad ≥ 3 sein, wie das Beispiel
{(w : x : y) ∈ P2(R) : x4 + y4 = w4} zeigt.
Der Schwerpunkt unserer Arbeit liegt in der Betrachtung von Ovalen in kompakten unzusam-
menhängenden Pappos-Ebenen, wir nennen sie ultrametrische Ebenen. Ihnen liegt ein lokaler
Körper zugrunde. Den Fall, daß der Restklassenkörper dieses Körpers die Charakteristik 2 hat,
betrachten wir allerdings nicht.

In ultrametrischen Ebenen hat Tillmann in [16] diejenigen Ovale beschrieben, die abgeschlossen
und stetig differenzierbar sind. Neben Kegelschnitten und ovalen algebraischen Kurven höheren
Grades tritt hier ein zusätzlicher Ovaltyp auf, den es in der reellen Ebene auch gibt, nämlich das
aus Stücken verschiedener algebraischer Kurven zusammengesetzte Oval. Das Beispiel in der fol-
genden Figur besteht aus einem Halbkreis und einer Halbellipse, die sich auf der y-Achse in zwei
Klebepunkten treffen. Für zusammengesetzte Ovale in ultrametrischen Ebenen gibt es solche Kle-
bepunkte nicht. Das Fehlen der Klebepunkte schlägt sich in der Gestalt der Kollineationsgruppe
solcher Ovale nieder: Bei unserem reellen Ei ist diese Gruppe – beschränkt auf die affine Situa-
tion – isomorph zu Z2. Projektiv betrachtet hat dieses Ei eine unendliche, aber nicht transitive
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Kollineationsgruppe (vgl. Abschnitt 2.1.3, S.84 ff.). Im ultrametrischen Fall kann so eine Kollinea-
tionsgruppe sogar transitiv sein – das Hauptergebnis des ersten Teils der vorliegenden Arbeit (vgl.
Satz 4, S. 32).

Für eine nichtleere Teilmenge M der Punktmenge einer projektiven Ebene P2(K) über einem be-
liebigen Körper bezeichnen wir mit GM den Stabilisator der Menge M innerhalb der linearen
Kollineationsgruppe PGL3(K). Dieser Stabilisator GM heißt dann auch die Kollineationsgruppe
von M . Ist M ein nichtentarteter Kegelschnitt, so operiert GM scharf dreichfach transitiv auf den
Punkten von M (vgl. [5]). Wenn K ein unendlicher Körper ist, folgt insbesondere, daß der Stabili-
sator von Kegelschnitten eine unendliche Gruppe ist. In der affinen reellen Ebene gestattet z.B. der
Einheitskreis unendlich viele lineare Abbildungen auf sich selbst, nämlich einerseits die Drehungen
um den Ursprung und andererseits die Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung.

In Kapitel 1 gehen wir nun der Frage nach, ob es in ultrametrischen Ebenen topologische Ovale
gibt, die zwar keine Kegelschnitte sind, aber eine transitive Kollineationsgruppe zulassen. Ovale
mit transitiver Kollineationsgruppe nennen wir homogen. Da in ultrametrischen Ebenen keine to-
pologischen Ovale bekannt sind, die nichts mit algebraischen Kurven zu tun haben, beschränken
wir uns auf die Betrachtung einer Klasse von Ovalen, die eine Verallgemeinerung derjenigen Ovale
sind, die entweder gleich einer oder eine Teilmenge einer algebraischen Kurve sind, oder aber aus
Stücken verschiedener Kurven zusammengesetzt sind. Wir nennen sie Tillmann-Ovale oder kurz
T-Ovale. Das sind abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale, die auf einer offenen Punktmenge
nichttrivial mit einer algebraischen Kurve übereinstimmen. Zur Definition der T-Ovale siehe Seite
31.

Nach einigen allgemeinen Bemerkungen in 1.1 und 1.2 betrachten wir im Abschnitt 1.3 homogene
T-Ovale in ultrametrischen Ebenen, die keine Kegelschnitte sind. Zuerst zeigt sich, daß zu so einem
Oval O eine algebraische Kurve C in P2(K) mit unendlicher Kollineationsgruppe existiert, für die
gilt: O ∩ C =: B 6= ∅.
Die Menge B ist dann bzgl. der Spurtopologie von O sowohl offen als auch abgeschlossen. Wir
nennen sie Bogen.
Die Homogenität von O impliziert weiter, daß im Falle O 6⊆ C das Oval aus endlich vielen sol-
chen Bögen B1, . . . , Bn zusammengesetzt ist. Jeder Bogen entstammt einer algebraischen Kurve
Ci und die Kurven Ci sind paarweise verschieden und projektiv äquivalent. Außerdem gilt für den
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gemeinsamen Stabilisator dieser Kurven: ∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

GCi

∣∣∣∣∣ = ∞

Hier stößt man nun auf ein Problem, nämlich die Kenntnis der Stabilisatoren von algebraischen
Kurven innerhalb der PGL3(K) bzw. die Kenntnis algebraischer Kurven in P2(K) mit unendli-
chem Stabilisator. Zwar sind die Automorphismengruppen von Kurven (im Sinne der algebraischen
Geometrie) sowie die Kurven mit unendlichen Automorphismengruppen (rationale und elliptische
Kurven) aus der algebraischen Geometrie bekannt. Diese Automorphismengruppen sind aber im
Allgemeinen größer als die für uns relevanten Kollineationsgruppen. Ebenso ist der übliche Kur-
venbegriff der algebraischen Geometrie für unsere Fragestellungen nicht uneingeschränkt geeignet.
Denn wir müssen Kurven in ultrametrischen Ebenen P2(K) betrachten, und die zugrundeliegenden
lokalen Körper sind nicht algebraisch abgeschlossen. Problematisch ist hier auch die Frage nach
den Ovaleigenschaften einer Kurve, wenn man ihre Gleichung nicht explizit kennt.

Ohne die Kenntnis aller algebraischen Kurven C ⊂ P2(K) mit unendlichem Stabilisator GC bzw.
Mengen von algebraischen Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator für lokale Körper K
können wir die Frage nach der Existenz bzw. Nichtexistenz von homogenen T-Ovalen nicht lösen.
Isoliert von dieser geometrischen Frage ist die Klassifikation aller Kurven mit unendlicher Kollinea-
tionsgruppe in projektiven Ebenen P2(K) über einem unendlichen Körper eine sehr interessante
Problemstellung. Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit lösen wir mit eher elementaren Methoden
dieses Klassifikationsproblem für beliebige Charakteristiken 6= 2. Dabei stehen folgende Fragen im
Mittelpunkt:

(1) Klassifikation ebener algebraischer Kurven vom Grad ≥ 3 mit unendlichem Stabilisator über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper L sowie die explizite Darstellung dieser Kurven
durch Normalformen algebraischer Gleichungen.

(2) Für einen unendlichen, nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Körper K die Klassifi-
kation ebener algebraischer Kurven C vom Grad ≥ 3 mit |C| = ∞ und |GC | = ∞.

(3) Für einen beliebigen unendlichen Körper und eine mindestens zweielementige Menge C =
{Ci : i ∈ I} von paarweise verschiedenen Kurven Ci vom Grad ≥ 2, so daß für alle i gilt
|Ci| = ∞ und |GCi

| = ∞, die Fragen:

Wann ist
∣∣⋂

i∈I GCi

∣∣ = ∞ und wie sehen C und GC :=
⋂

i∈I GCi
aus?

Mit der Frage (3) speziell für Kegelschnitte beschäftigen wir uns im Kapitel 2.1. Es stellt sich
heraus, daß zwei oder mehr Kegelschnitte mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator in einer
sogenannten Kegelschnittschar K enthalten sind (vgl. die Abbildung auf Seite 78) und daß der
zugehörige gemeinsame Stabilisator GK eine sogenannte Buekenhoutgruppe ist (vgl. Def. 8 auf
Seite 74). Im Affinen über R beispielsweise kann K gleich der Menge aller Kreise um den Ursprung
sein, die zugehörige affinisierte Buekenhoutgruppe ist dann genau die bereits erwähnte Gruppe von
Drehungen und Spiegelungen: Die unendlich ferne Gerade ist dabei Fixgerade dieser Buekenhout-
gruppe und gleichzeitig Passante bzgl. jedes Kreises der Schar. Ein weiteres interessantes Ergebnis
ist die Existenz einer Bijektion zwischen den projektiven Äquivalenzklassen solcher Kegelschnitt-
scharen inklusive Buekenhoutgruppen und der Menge der Quadratklassen des zugrundeliegenden
Körpers K.

Der nächste Schritt ist, sich mit irreduziblen Kurven vom Grad ≥ 3 zu befassen, zunächst über
einem algebraisch abgeschlossenen Körper L der Charakteristik 6= 2. Dies geschieht in den Ab-
schnitten 2.2 und 2.3.1. Hier liefern bekannte Aussagen aus der algebraischen Geometrie sehr
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schnell eine Einschränkung des Grades singularitätenfreier Kurven mit unendlichem Stabilisator:
Nur Kurven vom Grad 3 sind zu betrachten. Diese haben eine unendliche Automorphismengruppe.
Da die betrachteten Kurven aber – eingebettet in die projektive Ebene – endlich viele Wendepunkte
besitzen, sind diese Kurven relativ starr. Ihre Kollineationsgruppe operiert nämlich auf der Menge
dieser Wendepunkte und durch Betrachtung dieser Wirkung sieht man, daß die Stabilisatoren der
nichtsingulären Kurven vom Grad 3 über einem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charak-
teristik 6= 2 endlich sind.
In 2.3.1 werden singuläre Kurven über einem algebraisch abgeschlossenen Körper L untersucht.
Da der Stabilisator von vier Punkten in allgemeiner Lage innerhalb der PGL3(L) trivial ist, kann
eine singuläre Kurve C mit unendlichem Stabilisator GC nur eine relativ einfache Singularitäten-
konfiguration haben, denn GC muß auf der Menge S dieser Singularitäten operieren.

Wir erläutern unser Vorgehen am einfachsten Beispiel, den verallgemeinerten Parabeln, kurz VP-
Kurven. Affin haben sie die Gleichung xn = yk für zwei teilerfremde natürliche Zahlen n und k.
Nimmt man an, eine irreduzible algebraische Kurve C = {(w : x : y) ∈ P2(L) :

∑
aijlw

ixjyl = 0}
hat eine unendliche Kollineationsgruppe GC und mindestens zwei Singularitäten1 mit verschiede-
nen Tangenten, so kann man oBdA. für die Singularitätenmenge S = {(1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1)}
annehmen. Jede dieser Singularitäten hat mindestens eine Tangente, also kann man weiter an-
nehmen, daß zwei dieser Tangenten sich im Punkt (0 : 1 : 0) treffen. Die Gruppe GC hat nun
einen Normalteiler NC von endlichem Index, der die drei Einheitspunkte (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0)
und (0 : 0 : 1) punktweise festläßt. Als nächstes überlegt man sich, daß die Kurve C auf dem
Einheitsdreieck ∆ keine Punkte außer den Ecken besitzen kann. Denn sonst hätte der Normaltei-
ler NC wiederum einen unendlichen Normalteiler N , der auf den Schnittpunkten von C mit den
Kanten von ∆ trivial operieren würde. Dieser Normalteiler N bestünde dann aus unendlich vielen
Homologien mit identischem Zentrum auf ∆ und identischer Achse (eine Kante von ∆). Da C

außerhalb von ∆ immer Punkte besitzen muß, gäbe es somit mindestes einen Punkt, der unter N
eine unendliche kollineare Bahn hätte, was nicht sein kann.
Mit diesen Informationen kann man nun die meisten der Koeffizienten aijl der Gleichung von C

wegdiskutieren und erhält C = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wn−kyk = xn}. Die Gruppe GC ist dann
(bis auf einen Sonderfall) isomorph zu

 1 0 0
0 tk 0
0 0 tn

 ∈ GL3(L) : t ∈ L\{0}

 ≤ GL3(L).

Für Körper der Charakteristik Null sind diese VP-Kurven bis auf projektive Äquivalenz die einzi-
gen algebraischen Kurven vom Grad ≥ 2 mit unendlicher Kollineationsgruppe. Die Kegelschnitte
sind natürlich für k = 1 und n = 2 darin enthalten; die Kollineationsgruppe ist in diesem Fall
größer als die oben angegebene Gruppe.

Im Falle endlicher ungerader Charakteristik p gibt es zusätzlich zu diesen verallgemeinerten Pa-
rabeln noch drei weitere Kurventypen mit unendlichem Stabilisator. Das sind zunächst die soge-
nannten Translationskurven, irreduzible Kurven C mit einer Gleichung in Normalform der Gestalt

wpN−1y +
N∑

i=1

wpN−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) = 0 (ai, bi ∈ L, N ∈ N).

Ihre Kollineationsgruppe GC ist ein semidirektes Produkt mit einem Normalteiler von endlichem

1Der Kurventyp xn = y hat zwar nur eine Singularität, aber anstelle der zweiten Singularität existiert hier ein

Wendepunkt.
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Index, der repräsentiert wird von
 1 0 0
r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C

 .

Der zweite Faktor dieses semidirekten Produkts wird oBdA. durch endlich viele Diagonalmatrizen
repräsentiert.
Aus affiner Sicht – die einzige Singularität von C liegt dann auf der unendlich fernen Geraden, wel-
che gleichzeitig die einzige Tangente dieser Singularität ist und somit unter GC festbleibt – besteht
obiger Normalteiler aus Translationen (x, y) 7→ (x+ r, y + s), daher der Name Translationskurve.

Nur für endliche Charakteristik p existiert der oben erwähnte Sonderfall von VP-Kurven. Das sind
verallgemeinerte Parabeln, die die Nullstellenmenge der Gleichung wpN−1y = xpN

sind für ein
N ∈ N. Diese Kurven sind sowohl VP- als auch Translationskurven. Ihre Kollineationsgruppe wird
repräsentiert von 

 1 0 0
r t 0
rpN

0 tp
N

 ∈ GL3(L) : r ∈ L, t ∈ L\{0}

 .

Ebenfalls nur im Falle charL = p gibt es die sogenannten KV-Kurven. Sie sind mit den Kegelschnitten
verwandt. Hierzu betrachten wir für ein N ∈ N und i = 1, . . . , N die Kegelschnittgleichungen

Fi(w, x, y) = αiwx+ βiwy +
1
2
βix

2.

Wir bilden daraus das homogene Polynom

F (w, x, y) =
N∑

i=0

(w2)pN−pi

(Fi(w, x, y))pi

,

d.h. wir wenden auf Fi die i-te Potenz des Frobeniusautomorphismus an und summieren anschlie-
ßend auf – entsprechend homogenisiert durch die zugehörige w-Potenz. Diejenigen Fi, die von Null
verschieden und irreduzibel sind, definieren (affin) Parabeln y = −αi

βi
x − 1

2x
2, die die unendlich

ferne Gerade auf der y-Achse in der einzigen Singularität von C treffen und den Punkt (0, 0) ge-
meinsam haben. Die unendlich ferne Gerade ist dann die einzige Tangente obiger Singularität. Die
zugehörige Kollineationsgruppe ist ein semidirektes Produkt mit einem Normalteiler von endlichem
Index, der repräsentiert wird von der (kommutativen) Gruppe

 1 0 0
a 1 0
b −a 1

 ∈ GL3(L) : (1 : a : b) ∈ C

 .

Für den zweiten Faktor dieses semidirekten Produktes kann man oBdA. annehmen, daß er von
endlich vielen Diagonalmatrizen der Gestalt 1 0 0

0 c 0
0 0 c2


repräsentiert wird. Von solchen Matrizen repräsentierte Kollineationen lassen übrigens alle Kegel-
schnitte der Form wy = ax2 mit a ∈ L\{0} fest.

Nachdem diese Kurventypen und ihre Gruppen über algebraisch abgeschlossenen Körpern bekannt
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sind, kann der gemeinsame Stabilisator mehrerer solcher Kurven, also die Frage (3) für einen alge-
braisch abgeschlossenen Körper, untersucht werden. Dies geschieht im Abschnitt 2.3.2.
Ähnlich wie bei den Kegelschnitten findet man, daß gewisse Scharen der erhaltenen Kurventypen
einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator zulassen. So hat etwa die Schar

C =
{
C(a) = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wn−kyk = axn} : a ∈ L\{0}

}
einen gemeinsamen Stabilisator, der von

 1 0 0
0 tk 0
0 0 tn

 ∈ GL3(L) : t ∈ L\{0}

 ≤ GL3(L)

repräsentiert wird. Die Kurven C(a) überdecken die Ebene bis auf das Einheitsdreieck einfach
und haben dieselben Singularitäten. Ähnliche Überdeckungseigenschaften kennzeichnen auch die
entsprechenden Scharen der anderen Kurventypen. Eine notwendige Bedingung dafür, daß mehre-
re Kurven einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator zulassen, ist, daß diese Kurven projektiv
äquivalent sind.

Der Abschnitt 2.3.3 widmet sich nun den Fragen (2) und (3) für beliebige unendliche, insbesondere
algebraisch nicht abgeschlossene Körper K mit algebraischem Abschluß L.
Wenn eine über K definierte Kurve unendlich viele Punkte in P2(K) und einen unendlichen Stabi-
lisator innerhalb der PGL3(K) hat, ist die Kurve die Menge der K-rationalen Punkte einer über
L gegebenen Kurve C ′ und C ′ ist eine verallgemeinerte Parabel, eine Translationskurve oder eine
KV-Kurve, allerdings nicht notwendigerweise in Normalform. Das heißt, es existiert eine Kollinea-
tion α ∈ PGL3(L) und eine Kurve C ⊂ P2(L) mit Gleichung in Normalform, so daß Cα = C ′

ist. Gekennzeichnet ist so eine Normalform hauptsächlich dadurch, daß eventuell vorhandene Sin-
gularitäten in die Ecken des Einheitsdreiecks ∆ hineinfallen, also insbesondere in P2(K) ⊂ P2(L)
liegen. Weiter sind die Tangenten an die Singularitäten dann Kanten von ∆. Singularitäten und
Singularitätentangenten von Cα = C ′ müssen nicht a priori K-rational sein, es kann eine Singu-
larität von Cα z.B. in P2(L)\P2(K) liegen. Bis auf einen Sonderfall in Charakteristik 3 konnten
wir aber tatsächlich die Existenz (über K) derselben Kurventypen samt Gruppen nachweisen und
durch dieselben Normalformen charakterisieren. Bei nicht perfekten Körpern kann im Falle der
Translationskurven eine Singularität ”verschluckt“ werden, d.h. über K ist die entsprechende Kur-
ve eventuell singularitätenfrei. Die Normalformen der zugehörigen Gleichungen behalten aber ihre
algebraische Struktur.
Der erwähnte Sonderfall für nicht perfekte Körper der Charakteristik 3 kann nur für KV-Kurven
auftreten. Hier ist es uns nicht gelungen, die Existenz oder Nichtexistenz von (über K) singula-
ritätenfreien Beispielen mit unendlich vielen K-rationalen Punkten nachzuweisen. Hierfür müßte
man zusätzliche Informationen über den Körper haben. Für die Lösung des geometrischen Pro-
blems des ersten Teils der Arbeit ist die vollständige Kenntnis von KV-Kurven in Charakteristik
3 aber auch nicht nötig.

Kehren wir zurück zu der Frage, ob in ultrametrischen Ebenen homogene Tillmann-Ovale existie-
ren, die keine Kegelschnitte sind. Überträgt man die Definition des T-Ovals auf P2(R), so folgt mit
unseren Ergebnissen über Kurven, daß jedes homogene reelle T-Oval ein Kegelschnitt sein muß.
Für die ultrametrischen Ebenen, deren Topologie total unzusammenhängend ist, ist diese Aussage
im Allgemeinen falsch, genauer, ihre Richtigkeit hängt ab vom vorliegenden lokalen Körper. Je-
der solche Körper K besitzt einen sogenannten Restklassenkörper F, dieser ist endlich. Die Ebene
P2(K) gestattet einen Homomorphismus π auf die endliche Ebene P2(F) und die möglichen endli-
chen Bilder Oπ von Ovalen O in P2(K) wurden von Tillmann in [16] charakterisiert. Ist ein Oval in
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P2(K) ein homogenes T-Oval und kein Kegelschnitt, so besteht es, wie bereits erwähnt, aus endlich
vielen Bögen Bi. Jeder Bogen entstammt einer algebraischen Kurve Ci und alle Kurven Ci sind
zueinander projektiv äquivalent. Außerdem ist die Kollineationsgruppe jeder dieser Kurven eine
unendliche Gruppe.
Nun kann man annehmen, daß etwa C1 ein Kegelschnitt, eine verallgemeinerte Parabel, eine
Translations- oder eine KV-Kurve ist. Mit Hilfe der Tillmannschen Charakterisierung der Bil-
der von Ovalen und zahlreichen gruppentheoretischen Überlegungen kann man nun die obigen
Kurventypen nacheinander durchdiskutieren. Zentral dabei ist die explizite Kenntnis der mögli-
chen Kollineationsgruppen der vorliegenden Kurven. Diese Gruppen operieren nämlich meinstens
nicht nur auf den Kurven bzw. Ovalen in P2(K), sondern auch auf der Bildebene P2(F) und den
Bildovalen Oπ.
Es ist viel Kleinarbeit nötig, die in der arithmetischen Struktur des vorliegenden lokalen Körpers
begründet ist, etwa endlicher Charakteristik oder nicht, Lösbarkeit der Gleichung x2 = −1 oder
aber die Existenz gewisser Einheitswurzeln. Die einzelnen Ergebnisse sind im Satz 4 auf Seite 32
zusammengefaßt.

Für lokale Körper K mit Restklassenkörper F = GF (3) konnten wir mehrere Beispiele von homo-
genen T-Ovalen finden, z.B. ein Oval, das aus zwei Bögen von verallgemeinerten Parabeln vom
Grad 5 besteht (vgl. Hilfssatz 10).
Falls 4

∣∣|F| − 1 gilt, d.h. falls −1 Quadratzahl in K ist, gibt es T-Ovale mit transitiver Gruppe,
die aus Stücken von Kegelschnitten zusammengesetzt sind. Dasselbe gilt für lokale Körper K mit
charK = 0, welche gewisse primitive p-te Einheitswurzeln besitzen. Das müssen dann nichttriviale
endliche Erweiterungen der p-adischen Zahlen Qp sein.
Für alle anderen lokalen Körper mit Restklassenkörper der Charakteristik 6= 2 und 6= 3 haben wir
auch die Nichtexistenz von homogenen T-Ovalen, die keine Kegelschnitte sind, nachgewiesen. Für
den Fall charK =charF = 3 und F 6= GF (3) bleibt die Frage offen.

Insgesamt weicht die Klasse der topologischen Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe in ul-
trametrischen Ebenen von den Kegelschnitten ab. Ist die Charakteristik des Restklassenkörpers
von 3 verschieden, so handelt es sich bei homogenen T-Ovalen um Ovale, die aus endlich vielen
Bögen von Kegelschnitten zusammengesetzt sind. Andere algebraische Kurven können in diesem
Fall nicht beteiligt sein.

Abschließend möchte ich Herrn Prof. Dr. Peter Plaumann, der diese Dissertation betreute, für
seine Unterstützung und für viele wertvolle Anregungen in jeder Phase der Entstehung der Arbeit
danken.
Mein weiterer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Karl Strambach für die Anregung zum Thema sowie zahl-
reiche fruchtbare Diskussionen. Bei Herrn Prof. Dr. Wolf Barth möchte ich mir für die Übernahme
des Zweitgutachtens bedanken.
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Kapitel 1

Tillmann-Ovale

1.1 Lokale Körper

In diesem einführenden Kapitel stellen wir die für unsere geometrischen Betrachtungen relevanten
Aussagen über diskret ultrametrisch bewertete Körper zusammen. Man vergleiche z.B. [9], [11]
oder [13].

Die meisten der folgenden Aussagen gelten für alle Primzahlen p, auch für p = 2. Da in ultrametri-
schen Ebenen über Körpern, deren Restklassenkörper die Charakteristik p = 2 hat, die Geometrie
der Ovale erheblich abweicht von der Situation für p 6= 2 und hier nicht von Interesse ist, wird
p = 2 grundsätzlich ausgeschlossen: ES SEI IM FOLGENDEN p IMMER EINE VON 2 VER-
SCHIEDENE PRIMZAHL.

DEFINITION 1 Es sei K ein Körper und | |u : K → R eine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) |x|u ≥ 0

(2) |x|u = 0 ⇐⇒ x = 0

(3) |xy|u = |x|u|y|u

(4) |x+ y|u ≤ max {|x|u, |y|u} (ultrametrische Ungleichung)

für alle x, y ∈ K.

Dann heißt das Paar (K, | |u) ultrametrisch bewerteter Körper.

Die Menge A := {x ∈ K : |x|u ≤ 1} heißt Bewertungsring von K. Faktorisiert man den Ring A
nach seinem maximalen Ideal M := {x ∈ K : |x|u < 1}, so erhält man den Restklassenkörper
F := A/M, vermittelt durch den kanonischen Homomorphismus π:

π :

{
A → F
x 7→ xπ

}
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Ist F endlich, so ist die durch die ultrametrische Bewertung auf K gegebene Topologie lokal-
kompakt, die Wertegruppe {|x|u : x ∈ K} ist diskret. In diesem Fall sagt man auch, K ist
diskret ultrametrisch bewertet. Ist zusätzlich K als metrischer Raum vollständig, so heißt K ein
lokaler Körper.

Hat ein lokaler Körper K die Charakteristik 0, so ist K = Qp oder aber K eine endliche algebraische
Erweiterung des Körpers der p-adischen Zahlen. Solche Körper nennt man p-adische Körper. Hat
ein lokaler Körper K endliche Charakteristik p, so ist K der Körper der Laurentreihen über einem
endlichen Körper der Charakteristik p (vgl. [9], Th. 9.16, S. 577).
Unabhängig von der Charakteristik existiert ein t ∈ A, so daß das von t erzeugte Ideal gleich
(t) = M ist. Jedes x ∈ K hat dann eine Darstellung x =

∑∞
i=n ait

i, n ∈ Z, an 6= 0, ai ∈ RK. Dabei
ist RK ein vollständiges Repräsentantensystem der Restklassen von M in A. Für charK = p,
also K = GF (pr)((t)), wählt man normalerweise RK = GF (pr), für K = Qp ist es gängig,
RK = {0, . . . , p− 1} zu setzen und natürlich t = p.

Wenn nun E := {x ∈ K : |x|u = 1} die Menge der Einheiten in A ist, hat jedes x ∈ K∗ = K\{0}
eine eindeutige Darstellung x = tne für ein n ∈ Z und ein e ∈ E. Für x = tne definiere die
Ordnung o(x) von x durch o(x) := n, für x = 0 sei o(x) = ∞. Es existiert dann eine reelle Zahl
X > 1, so daß für alle x ∈ K gilt:

|x|u =
1

Xo(x)

Für die Ordnungsfunktion gilt insbesondere:

(1) o(xy) = o(x) + o(y)

(2) o(x+ y) ≥ min{o(x), o(y)}
(3) o(x) 6= o(y) ⇒ o(x+ y) = min{o(x), o(y)}

Aus dem Zusammenhang wird immer klar sein, wann o(x) die Ordnung eines Elements im obigen
Sinne ist und wann die gruppentheoretische Ordnung gemeint ist.

DEFINITION 2 Es sei K ein lokaler Körper und A eine nichtleere Teilmenge von K. Dann heißt
A primitiv, wenn A ∩ E 6= ∅ ist und wenn A im Bewertungsring A von K enthalten ist.

Nun können wir das Lemma von Hensel formulieren:

SATZ 1 (Lemma von Hensel) Es sei K ein lokaler Körper mit Bewertungsring A und Rest-
klassenkörper F der Charakteristik p. Weiter sei f ein Polynom in K[x], gegeben durch f(x) =∑n

i=0 aix
i, n ∈ N, und {a0, . . . , an} sei primitiv. Dann ist f(x)π :=

∑n
i=0 a

π
i x

i ∈ F[x] vom Null-
polynom verschieden und es gilt:

Wenn fπ eine einfache Nullstelle x′0 ∈ F hat, hat f genau eine Nullstelle x0 ∈ A mit xπ
0 = x′0. Es

ist dann x0 eine einfache Nullstelle von f .

Bei den geometrischen Fragen, die später bearbeitet werden, spielen – insbesondere für endliche
Erweiterungen von Qp – die Einheitswurzeln von K eine Rolle. Mit dem Lemma von Hensel kann
man beweisen, daß ein lokaler Körper K, der den Restklassenkörper GF (q) = GF (pr) für eine
Primzahl p und eine natürliche Zahl r hat, alle (q − 1)-ten Einheitwurzeln besitzt. Ist charK = p

oder K = Qp mit Restklassenkörper F, so gilt für die Menge E0 der Einheitswurzeln in K:

E0
∼= F∗
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Für einen beliebigen lokalen Körper K sei E1 die Menge der Einseinheiten,

E1 := {x ∈ E : xπ = 1} = 1 + M.

Falls E0
∼= F∗ ist, ist E0 ∩E1 = {1}. Etwas komplizierter ist es, wenn K ein echter Oberkörper von

Qp ist. In diesem Fall unterscheiden wir o : K → Z, die Ordnungsfunktion auf K und op : Qp → Z,
die Ordnungsfunktion auf Qp. Außerdem, wenn A,M,E etc. der Bewertungsring, das maximale
Ideal, die Einheitengruppe etc. von K sind, schreiben wir Ap,Mp,Ep etc. für die entsprechenden
Objekte bezogen auf Qp. Für [K : Qp] gilt dann:

[K : Qp] = vK · r, vK, r ∈ N
F = GF (pr)

Fp = GF (p), r = [F : Fp]

o(p) = vK

∀ x ∈ Qp ⊂ K : o(x) = vK · op(x)

Die Zahlen r und vK heißen Restklassengrad und Verzweigungsindex. Für die Menge E0 der Ein-
heitswurzeln solcher p-adischer Körper gilt:

E0
∼= (E0 ∩ E1)× F∗

Dabei ist sowohl E0 als auch E0 ∩ E1 zyklisch. Die multiplikative (gruppentheoretische) Ordnung
eines jeden Elements der Menge (E0 ∩ E1)\{1} ist eine p-Potenz. Genaueres liefert der folgende
Hilfssatz:

HILFSSATZ 2 (Einheitswurzeln von p-Potenzordnung in lokalen Körpern) Es sei p 6= 2 eine
Primzahl und K ein p-adischer Körper mit [K : Qp] = vK · r. Dann gilt:

(I) (E0 ∩ E1)\{1} 6= ∅ ⇒ (p− 1)|vK

(II) Es sei j = vK
p−1 ∈ N und p = tvKep für ein ep ∈ E. Genau dann, wenn das Polynom

fπ(x) := xp−1 + eπ
p ∈ F[x] eine Nullstelle in F hat, existiert ein e ∈ E, so daß 1 + tje eine

primitive p-te Einheitswurzel ist.

Für jede p-te primitive Einheitswurzel 1 + ε gilt dann: o(ε) = j

(III) Es sei 1+ tje für j ∈ N und e ∈ E eine primitive p-te Einheitswurzel in K. Dann gilt für alle
1 + ε ∈ (E0 ∩ E1)\{1}:

o(ε) ≤ j

Beweis:

(1) Wir beweisen (I) und (II).

(1a) Wenn es für eine natürliche Zahl n ≥ 2 eine primitive pn-te Einheitswurzel in K gibt, gibt
es in K auch eine primitive p-te Einheitswurzel 1 + ε ∈ K. Für ε = tje, j ∈ N, e ∈ E betrachte die
Gleichung

(1 + tje)p =
p∑

i=0

(
p

i

)
tjiei = 1.

Die Primzahl p sei gegeben durch p = tvKep für eine Einheit ep ∈ E. Weiter existieren für i ∈
{2, . . . , p−1} wegen op

((
p
i

))
= 1−op(i) = 1 (vgl. Bem. 3) Einheiten êi ∈ E mit

(
p
i

)
= p·êi = tvKepêi.
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Damit hat man
(1 + tje)p = 1

⇔ ptje+
∑p−1

i=2 t
vKepêit

jiei + tjpep = 0

⇔ tj+vKeep +
∑p−1

i=2 t
vK+jiepêie

i + tjpep = 0.

Für i ∈ {2, . . . , p − 1} setze ei := epêie
i sowie si := tvK+jiei, weiter s1 := tj+vKeep. Es gilt

o(si) > o(s1) ∀ i ∈ {2, . . . , p − 1}, denn für i ≥ 2 ist natürlich o(si) = vK + ji > vK + j = o(s1).
Daraus folgt schließlich j + vK = jp und eep + ep ∈ M, falls (1 + ε)p = 1 ist. Notwendig für die
Lösbarkeit der Gleichung (1 + tje)p = 1 ist also j(p− 1) = vK ∈ N, daraus folgt (I).

(1b) Zusätzlich hinreichend für die Lösbarkeit der Gleichung (1 + tje)p = 1 ist nach Hensels
Lemma, daß das Polynom fπ(x) = xp−1 + eπ

p eine Nullstelle in F hat, denn es war

(1 + tje)p = 1

⇔ tjp
(
eep + ep +

∑p−1
i=2 t

vK+ji−jpepêie
i
)

= 0

⇔ f̃(x) := xep + xp +
∑p−1

i=2 t
vK+j(i−p)epêix

i ∈ A[x]

hat die Nullstelle e ∈ E

⇔ f(x) := xp−1 + ep +
∑p−1

i=2 t
j(i−1)epêix

i−1 ∈ A[x]

hat die Nullstelle e ∈ E.

Da die Menge der Koeffizienten von f primitiv ist und f(x)π = xp−1+eπ
p ist, liefert Hensels Lemma

die Existenz einer Nullstelle e ∈ E von f , wenn fπ eine Nullstelle in F hat. Denn wenn fπ eine
Nullstelle in F hat, ist sie von Null verschieden wegen ep ∈ E und natürlich einfach, da d

dxf
π 6= 0

ist.

Wegen (1+tje)i = 1+itje+ri, ri ∈ t2jA für i ∈ {2, . . . , p−1} ist jede primitive p-te Einheitswurzel
von der Form 1 + ε, o(ε) = j. Es folgt (II).

(2) Wir zeigen (III).

Es sei j = vK
p−1 ∈ N, weiter k, n ∈ N, n ≥ 2, e ∈ E und

(1 + tke)pn

= 1, (1 + tke)pi

6= 1 für i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Wir müssen zeigen, daß k ≤ j ist. Also angenommen, k > j.

(2a) Es ist

(1 + tke)pn

= 1 ⇔ pntke+
pn−1∑
i=2

(
pn

i

)
tkiei + tkpn

epn

= 0.

Wenn wie in (1) die Primzahl p gegeben ist durch p = tvKep für eine Einheit ep, so gilt für
i ∈ {1, . . . , pn − 1}: (

pn

i

)
= tvK(n−op(i))en−op(i)

p êi, êi ∈ E

Denn es war op

((
pn

i

))
= n−op(i), also existiert ein êi ∈ E mit

(
pn

i

)
= pn−op(i)êi = (tvKep)n−op(i)êi =

tvK(n−op(i))e
n−op(i)
p êi. Man hat dann, wenn man für i ∈ {2, . . . , pn − 1} die Einheit ei gleich ei :=

e
n−op(i)
p êi setzt:

(1 + tke)pn

= 1

⇔ tvKn+ken
pe+ tkpn

epn

+
∑pn−1

i=2 tvK(n−op(i))+kieie
i = 0 (∗)
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Es seien nun für i = 2, . . . , pn − 1 die Summanden si := tvK(n−op(i))+kieie
i und s1 := tvKn+ken

pe.

(2b) Es gilt: o(si) > o(s1) ∀ i ∈ {2, . . . , pn − 1}

Es sei I := {2, . . . , pn − 1}. Wir rechnen:

o(si) > o(s1) ∀i ∈ I
⇔ k(i− 1)− j(p− 1)op(i) > 0 ∀i ∈ I
⇔ k(i− 1)− j(p− 1)op(i) > 0 ∀i ∈ I mit p|i,

da für p 6 |i gilt: op(i) = 0, k(i− 1) > 0 für i ≥ 2

⇔ k(apl − 1)− j(p− 1)l > 0 ∀apl ∈ I mit p 6 |a, l ≥ 1

⇔ k > j (p−1)l
apl−1

∀apl ∈ I mit p 6 |a, l ≥ 1 (∗∗)

Unter anderem mit der Bernoulliungleichung kann man nun zeigen, daß j ≥ j (p−1)l
apl−1

ist für alle
apl ∈ I mit p 6 |a, l ≥ 1. Da laut Annahme k > j ist, gilt demnach (∗∗), also auch o(si) > o(s1)∀i ∈
{2, . . . , pn − 1}.

(2c) Wegen (2b) ist dann für die Gültigkeit von (∗) erforderlich, daß o(s1) = o(tkpn

epn

) gilt, also
vKn+ k = kpn. Das ist äquivalent zu

j(p− 1)n+ k = kpn.

Setze nun k = θ + j, θ ∈ N. Wir rechnen:

j(p− 1)n+ k = kpn ⇔ j(p− 1)n+ θ + j = (θ + j)pn

⇔ jn(p− 1) = (θ + j)(pn − 1)

⇔ j [n(p− 1)− (pn − 1)] = θ(pn − 1)

⇔ 0 = θ(pn − 1) + j [(pn − 1)− n(p− 1)]

Es folgt dann wegen θ(pn − 1) > 0 und j > 0:

(pn − 1)− n(p− 1) < 0 ⇔ pn < 1 + n(p− 1)

Da n ≥ 2 ist, ist das ein Widerspruch zur Bernoulliungleichung. Also kann nicht k > j sein. �

Für K = Q3(i,
√

3) ist z.B. (1 + te)3 = 1, dabei ist t =
√

3, e = ± 1
2 i−

1
2 t, i

2 = −1.

Als nächstes betrachten wir die p-adische Ordnung von Binomialkoeffizienten.

BEMERKUNG 3 (1) In [13] wird auf Seite 70 gezeigt, daß bzgl. einer festen Primzahl p 6= 2
für natürliche Zahlen n gilt:

op(n!) =
n− s(n)
p− 1

Dabei ist s(n) die Koeffizientensumme von n in p-adischer Darstellung, genauer:

n =
∑k

i=0 aip
i, k ∈ N0, ai ∈ {0, . . . , p− 1}

s(n) :=
∑k

i=0 ai
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(2) Es gilt für n, k,m ∈ N, n ≥ k:

(a) op

((
n
k

))
= s(k)+s(n−k)−s(n)

p−1

(b) op

((
pm

k

))
= m− op(k) ∀k ∈ {1, . . . , pm − 1}

(c) p|
(
n
k

)
∀k ∈ {1, . . . , n− 1} ⇔ n = pm für ein m ∈ N

(d) n = apm für ein a ∈ N mit p 6 |a ⇒ op

((
apm

pm

))
= 0,

insbesondere:(
op

((
2pm

k

))
= 0, k ∈ {1, . . . , 2pm − 1}

)
⇔ k = pm

Zuletzt werfen wir noch einen Blick auf die Quadratklassen lokaler Körper. Ist die Charakteristik
des Restklassenkörpers F gleich p 6= 2, so hat K∗ vier Quadratklassen und K∗/K2

∗ ist isomorph
zu Z2 × Z2. Ein geeignetes Repräsentantensystem der Quadratklassen von K∗ ist z.B. {1, a, t, ta},
wenn a ∈ A und aπ ∈ F∗\F2

∗ ist und t wie üblich ein Erzeuger des maximalen Ideals M von A.
Ist −1 keine Quadratzahl in K, so wird a normiert zu a = −1. Mit Hensels Lemma folgt, daß −1
genau dann eine Quadratzahl in K∗ ist, wenn −1 eine Quadratzahl in F∗ ist. Dies wiederum ist
bekanntlich äquivalent zu 4

∣∣(|F| − 1).

1.2 Projektive und Ultrametrische Ebenen

1.2.1 Allgemeines

Ist K ein kommutativer Körper, so ist die projektive Ebene P2(K) eine Pappos-Ebene. Wir iden-
tifizieren P2(K) mit dem Quotientenraum K3/K bzw. genauer, wir identifizieren P2(K) mit der
Menge der Punkte in P2(K) und einen Punkt in P2(K) mit der Äquivalenzklasse K∗ ·v eines Vektors
v ∈ K3\{(0, 0, 0)}. Ein von einem Vektor v = (w, x, y) ∈ K3\{(0, 0, 0)} repräsentierter projektiver
Punkt wird dann mit (w : x : y) bezeichnet.
Für zwei nichtleere Teilmengen M,N ⊆ K sei (1 : M : N) = {(1 : x : y) ∈ P2(K) : x ∈M,y ∈ N}.
Analog definieren wir (M : 1 : N) und (M : N : 1).
Eine Gerade g in P2(K) fassen wir oft als die Menge der Punkte, die mit g inzidieren, auf. Wenn ein
zweidimensionaler Unterraum U ⊂ K3 gegeben ist durch U = {(w, x, y) ∈ K3 : aw+ bx+ cy = 0},
so bezeichnen wir die von U repräsentierte projektive Gerade mit [a : b : c]. Für Betrachtun-
gen in der affinen Ebene AK = K2 wird in der vorliegenden Arbeit immer die Ableitung von
P2(K) nach der Geraden [1 : 0 : 0] gewählt, d.h. AK = {(x, y) : x, y ∈ K} wird idenzifiziert mit
{(1 : x : y) ∈ P2(K) : x, y ∈ K}. Dann ist [1 : 0 : 0] die unendlich ferne Gerade von AK, es sei
deshalb [1 : 0 : 0] = [∞].

Ist K ein topologischer Körper, so tragen der Vektorraum K3 und die affine Ebene AK = K2 die
entsprechende Produkttopologie. Die Topologie von P2(K) ist dann die zu K3/K gehörige kanoni-
sche Quotiententopologie. Das Schneiden von Geraden und das Verbinden von Punkten in P2(K)
ist in diesem Fall stetig.

Die volle Kollineationsgruppe von P2(K) ist, wenn K nichttriviale Körperautomorphismen gestat-
tet, größer als die lineare Kollineationsgruppe PGL3(K) von P2(K). Im Rahmen dieser Arbeit wird
nur die lineare Kollineationsgruppe betrachtet. Identifiziert man die PGL3(K) mit GL3(K)/K∗, so
existiert für jede Kollineation γ ∈ PGL3(K) ein Repräsentant A ∈ GL3(K). Dabei entspricht die
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Wirkung von A auf (Spalten-)Vektoren der Wirkung von γ auf Punkten, die durch diese Vektoren
repräsentiert werden. Für Spaltenvektoren w ∈ K3\{(0, 0, 0)} mit wt = (a, b, c), die eine Gerade
[a : b : c] in P2(K) repräsentieren, ist [a : b : c]γ durch (A−1)tw gegeben. Wir sagen dann, A
induziert bzw. repräsentiert die Kollineation γ.

Für eine nichtleere Punktmenge M ⊆ P2(K) sei GM ≤ PGL3(K) der Stabilisator von M , also
GM = {γ ∈ PGL3(K) : Mγ = M}. Man sagt dann auch, GM ist die Kollineationsgruppe von M .

Es sei nun K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper F = GF (q) und charF = p 6= 2.

Für jeden Punkt (w′ : x′ : y′) ∈ P2(K) existiert eine primitive Menge {w, x, y} ⊂ A mit
(w : x : y) = (w′ : x′ : y′). Dann ist (w : x : y)π := (wπ : xπ : yπ) ein Punkt in P2(F). Das-
selbe gilt natürlich auch für Geraden [a′ : b′ : c′] in P2(K): Es existiert eine primitive Menge
{a, b, c} mit [a′ : b′ : c′] = [a : b : c]. Dann ist [a : b : c]π := [aπ : bπ : cπ] eine Gerade in P2(F).
Deshalb definiert die kanonische Restklassenabbildung π : A → F einen kanonischen Ebenenho-
momorphismus π : P2(K) → P2(F), d.h. eine Abbildung von P2(K) auf P2(F), die Punkte auf
Punkte sowie Geraden auf Geraden abbildet und die Inzidenz erhält. Alle von π verschiedenen
Homomorphismen µ : P2(K) → P2(F) kann man aus π und Kollineationen aus PGL3(K) bzw.
PGL3(F) zusammensetzen:

Jeder von π verschiedene Homomorphismus µ : P2(K) → P2(F) ist als Produkt αF ◦ π ◦ αK dar-
stellbar für ein αK ∈ PGL3(K) und ein αF ∈ PGL3(F) (vgl. [16]).

Die projektive Ebene P2(K) über einem lokalen Körper K ist total unzusammenhängend und
kompakt. Jede Kollineation γ ∈ PGL3(K) ist stetig. In diesem Fall nennen wir P2(K) auch ei-
ne ultrametrische Ebene. Das Fehlen des Zusammenhangs ermöglicht die Existenz von Mengen,
die topologisch sowohl offen als auch abgeschlossen sind bzw. keine echten Ränder haben. Diese
Tatsache ist dafür verantwortlich, daß Phänomene auftreten können, die es in kompakten zu-
sammenhängenden projektiven Ebenen nicht gibt, wie etwa die Existenz von echten T-Ovalen mit
transitiver Kollineationsgruppe (siehe Satz 4, Seite 32, zur Definition von T-Ovalen siehe Seite 31).

Die Möglichkeiten, sich in ultrametrischen Ebenen geometrische Überlegungen anhand von Bildern
zu veranschaulichen, sind im Vergleich zu P2(R) sehr eingeschränkt. Mit Hilfe des Homomorphis-
mus π : P2(K) → P2(F) gelingt es, zumindest Teilaspekte der betrachteten geometrischen Objekte
visuell zugänglich zu machen.

Man kann zuerst die endliche affine Ebene AF = F2 durch ein Quadrat beschreiben, das aus q2

quadratischen Kästen besteht. Die Abbildung 1.1 zeigt ein Modell für die endliche affine Ebene
AF = (GF (5))2 für F = GF (5). Das Innere der Kästchen entspricht dabei den affinen Punkten,
und in GF(5) ist z.B. der Punkt (3, 4) gleich dem Punkt (−2,−1) gemäß den Beziehungen 3 = −2
und 4 = −1 im endlichen Körper.

Das π-Urbild der Einbettung {(1 : x : y) ∈ P2(F) : (x, y) ∈ F} =: (1 : F : F) von AF in P2(F)
ist dann gleich (1 : A : A) = {(1 : x : y) ∈ P2(K) : x, y ∈ π−1(F)}. Das sind aus der Sicht von
AK = {(x, y) ∈ K2 : (1 : x : y) ∈ P2(K)} alle Punkte (x, y) ∈ A2 ⊂ K2, also alle Punkte, deren
ultrametrischer Abstand vom Ursprung (0, 0) (bzw. projektiv (1 : 0 : 0)) kleiner oder gleich 1 ist,
denn es ist dieser Abstand gleich |(x, y)|u =max{|x|u, |y|u}. Alle Punkte außerhalb von (1 : A : A)
werden durch π auf die unendlich ferne Gerade [∞] von P2(F) abgebildet.
Der Homomorphismus π definiert auf P2(K) eine Partition in q2 + q+ 1 paarweise disjunkte offen-
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Abbildung 1.1: Kästchenmodell der affinen Ebene (GF (5))2

abgeschlossene Mengen, nämlich die π-Urbilder der Punkte von P2(F).

Für geometrische Objekte in P2(K) kann man dann ihren Schnitt mit (1 : A : A) zeichnerisch
z.B. wie in Abbildung 1.2 für F = GF (3) veranschaulichen. Man beachte dabei, daß die Ränder
der Kästen keine Punkte von P2(K) enthalten, da die Urbilder von Punkten aus P2(F) offen-
abgeschlossene Mengen sind. In dieser Zeichnung sind g und h irgendwelche Geraden in P2(Q3)
mit gπ = [0 : 0 : 1], hπ = [1 : 1 : 0].

1.2.2 Ovale in projektiven Ebenen

Es sei O eine nichtleere Menge von Punkten in der projektiven Ebene, für die gilt:

(I) Jede Gerade trifft O in höchstens zwei Punkten.

(II) Zu jedem Punkt P ∈ O gibt es genau eine Gerade T , die O nur im Punkt P trifft, die
sogenannte Tangente.

Dann heißt O Oval.

In Pappos-Ebenen sind die bekanntesten Vertreter von Ovalen die (nichtleeren, nichtentarteten)
Kegelschnitte. Betrachtet man Ovale in topologischen Ebenen, so interessiert man sich insbesondere
für abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale. Abgeschlossene Mengen werden dabei kanonisch
mit der Spurtopologie versehen.
Eine abgeschlossene Menge M von Punkten der projektiven Ebene heißt stetig differenzierbar im
Punkt P ∈M , wenn gilt:

Für alle Folgen von Punktepaaren1 (Qi, Ri)i∈N mit Qi 6= Ri ∀i ∈ N und limi→∞Qi = limi→∞Ri =
P existiert der Grenzwert g = limi→∞ gi der Verbindungsgeraden gi := Qi ∨Ri.

Die Menge M ist stetig differenzierbar, wenn M in jedem ihrer Punkte stetig differenzierbar ist.
Ist ein abgeschlossenes Oval O stetig differenzierbar, so ist für eine Folge wie oben mit P ∈ O die
Gerade g gleich der Tangente im Punkt P .

1In kompakten zusammenhängenden topologischen Ebenen kann man die stetige Differenzierbarkeit durch eine

schwächere Bedingung charakterisieren.
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Abbildung 1.2: Zwei Geraden in P2(Q3) (links) und ihr π-Bild in P2(GF (3)) (rechts).

Ist eine topologische Ebene endlichdimensional, kompakt und zusammenhängend, so ist jedes ab-
geschlossene Oval auch differenzierbar (vgl. [4]). Eine analoge Aussage für ultrametrische Ebenen
ist bisher nicht bekannt.
Für die komplexe projektive Ebene mit der kanonischen Topologie kann man beweisen, daß jedes
abgeschlossene Oval ein Kegelschnitt ist, d.h. die Nullstellenmenge eines irreduziblen homogenen
Polynoms F ∈ C[w, x, y] vom Grad 2 (vgl. [3]). Für P2(R) gilt das natürlich nicht.
Ist F = GF (q) ein endlicher Körper der Charakteristik p 6= 2, so besagt der Satz von Segre, daß je-
des Oval in P2(F) ein Kegelschnitt ist (vgl. [14]). Jeder Kegelschnitt besteht dann aus q+1 Punkten.

Von nun an sei K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper F der Charakteristik 6= 2.

In ultrametrischen Ebenen sind bisher zwei Typen von abgeschlossenen, stetig differenzierbaren
Ovalen, die keine Kegelschnitte sind, bekannt. Einerseits algebraische Kurven höheren Grades, an-
dererseits Ovale, die aus Stücken verschiedener algebraischer Kurven zusammengesetzt sind (vgl.
[16]).

BEISPIEL (vgl. Abbildung 1.3): Für K = Q3 seien K1 := {(w : x : y) ∈ P2(K) : w2 − x2 − y2 = 0}
und K2 := {(w : x : y) ∈ P2(K) : w2 − 4x2 − y2 = 0} zwei Kegelschnitte. Weiter seien

B1 := {P ∈ K1 : Pπ ∈ {(1 : 0 : 1), (1 : 0 : −1)}}, B2 := {P ∈ K2 : Pπ ∈ {(1 : 1 : 0), (1 : −1 : 0)}}.

Dann ist O := B1 ∪B2 ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in P2(Q3).

Im Beispiel von Abbildung 1.3 ist Oπ = {(w : x : y) ∈ P2(F) : w2 − x2 − y2 = 0} ein Oval. Die
möglichen homomorphen Bilder von abgeschlossenen, stetig differenzierbaren Ovalen wurden von
Tillmann klassifiziert:
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Abbildung 1.3: Zusammengesetztes Oval in P2(Q3) (links) und sein π-Bild in P2(GF (3)) (rechts).

SATZ 3 (Tillmann [16]) Es sei K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper F der Charakteristik
6= 2 und O eine nichtleere abgeschlossene Menge von Punkten in P2(K), die nicht in zwei Geraden
enthalten ist. Dann ist äquivalent:

(I) Die Menge O ist ein stetig differenzierbares Oval.

(II) Für jeden Homomorphismus µ : P2(K) → P2(F) gilt einer der folgenden Fälle:

(a) Oµ ist ein Oval.

(b) Oµ besteht aus zwei Geraden.

(c) Oµ besteht aus zwei Geraden, ausgenommen deren Schnittpunkt.

(d) Oµ ist in einer Geraden enthalten.

BEMERKUNG und DEFINITION 4 (1) Stetig differenzierbare Ovale können keine isolier-
ten Punkte enthalten ([16], Bemerkung 16).

(2) Es sei das Oval O abgeschlossen und stetig differenzierbar und auch Oπ sei ein Oval, also ein
Kegelschnitt. Weiter sei P ein Punkt auf O und TOP die Tangente durch P an O. Die Gerade TO

π

P π

sei die Tangente durch den Punkt Pπ an den Kegelschnitt Oπ. Dann gilt:

• (TOP )π = TO
π

P π

• Für jede Gerade g in P2(K) mit Pπ ∈ gπ, gπ 6= TO
π

P π gilt:∣∣g ∩ (Pπ)π−1
∩ O

∣∣ = 1,

d.h. jede Gerade g, die die offen-abgeschlossene Menge (Pπ)π−1
trifft und nicht im Urbild

von TO
π

P π liegt, trifft das Oval O innerhalb des Urbildes2 von Pπ genau einmal.

2Das Urbild des Bildes P π eines Punktes P aus P2(K) ist in diesem Sinne nicht der Punkt P , sondern die Menge

aller Punkte in P2(K), die dasselbe Bild haben wie P .
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(3) WennO ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval ist undOπ = h∪l bzw.Oπ = h∪l\h∩l
für zwei Geraden h, l in P2(F), so gilt für jeden Punkt P ∈ O, dessen Bild Pπ etwa auf h liegt und
der verschieden von h ∩ l ist:

• Das π-Bild der Tangente TOP durch P an O ist gleich der Geraden h.

• Für jede Gerade g in P2(K) mit Pπ ∈ gπ, gπ 6= h gilt:∣∣g ∩ (Pπ)π−1
∩ O

∣∣ = 1,

d.h. jede Gerade, die (Pπ)π−1
trifft und nicht im Urbild von h liegt, trifft das OvalO innerhalb

des Urbildes von Pπ genau einmal.

(4) Die Bildpunkte Pπ aus (2) und (3) nennen wir regulär. Dieser Begriff ist der Arbeit von Till-
mann [16] entnommen. Dort ist er aber sehr viel allgemeiner gefaßt.
Ist O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in P2(K) und Oπ ein Oval, so ist jeder
Punkt ein regulärer Punkt. Ist Oπ = h∪ l oder Oπ = h∪ l\h∩ l für zwei Geraden h, l in P2(F), so
ist jeder von h ∩ l verschiedene Punkt auf Oπ ein regulärer Punkt (vgl. [16], Bemerkung 14).

(5) Wenn O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in P2(K) ist, existiert ein Homomor-
phismus µ : P2(K) → P2(F), so daß Oµ ein Oval ist (vgl. [16], Hilfssatz 23).

Eine Konsequenz von (5) ist zum Beispiel, daß die Tangenten eines stetig differenzierbaren Ovals
sich nicht in drei oder weniger Punkten treffen können:

Angenommen, doch. Es sei T = {TP : P ∈ O} die Menge aller Tangenten TP durch Punkte P
von O. Betrachte nun die Menge SP := {TP ∩ TP ′ : P, P ′ ∈ O, P 6= P ′} aller Tangentenschnitt-
punkte. Laut Annahme ist |SP| ≤ 3, also etwa SP = {Q,R, S} für drei nicht notwendig paarweise
verschiedene Punkte Q,R, S in P2(K). Nun wähle man einen Homomorphismus µ so, daß Oµ ein
Oval ist. Für jeden Punkt P ′ ∈ (SP)µ existiert nun ein Punkt P ∈ SP mit Pπ = P ′. Die Anzahl
der Punkte in P2(F), die auf einer Tangente des Kegelschnittes Oµ liegen, ist gleich

(
q+1
2

)
, denn

für Kegelschnitte besteht eine Bijektion zwischen den Sekanten und den äußeren3 Punkten, ihren
Polen, einerseits, andererseits besteht eine Bijektion zwischen den Sekanten und den Tangenten-
paaren. Deshalb ist |(SP)µ| =

(
q+1
2

)
≥ 4 wegen q 6= 2, also ist |SP| ≥ 4. Widerspruch.

Die Untergruppe PGL3(A) der PGL3(K) wird induziert von folgender Menge von Matrizen:

GL3(A) := {A = (aij) ∈ GL3(K) : aij ∈ A für i, j ∈ {1, 2, 3}, detA ∈ E}

Jede Kollineation γ aus PGL3(K) hat einen sogenannten primitiven Repräsentanten A ∈ M3(A).
Die Matrix A = (aij) heißt dabei primitiv, wenn die Menge der aij primitiv ist. Wenn A′ = (a′ij)
ein nichtprimitiver Repräsentant ist, so ist für i, j ∈ {1, 2, 3} jeder Eintrag a′ij 6= 0 von der Form
a′ij = tnijeij für ein nij ∈ Z und ein eij ∈ E. Es sei ni0j0 = min{nij : i, j ∈ {1, 2, 3}}. Dann ist
A := t−ni0j0 ·A′ auch ein Repräsentant von γ und die Menge {t−ni0j0 · tnija′ij : i, j ∈ {1, 2, 3}} ist
primitiv.
Über die primitiven Repräsentanten von Kollineationen aus PGL3(A) kann man einen kanonischen
Homomorphismus π : PGL3(A) → PGL3(F) definieren:
Es sei A = (aij) ∈ GL3(A). Dann ist die Matrix Aπ := ((aij)π) wohldefiniert und es gilt sogar
Aπ ∈ GL3(F) wegen (detA)π = det(Aπ) 6= 0. Wenn nun A ∈ GL3(A) die Kollineation γ ∈

3Ein äußerer Punkt ist ein Punkt, der auf mindestens einer Tangente liegt.
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Abbildung 1.4: Zusammengesetztes Oval in P2(Q3) mit unendlicher Kollineationsgruppe.

PGL3(A) induziert, dann sei γπ ∈ PGL3(F) die von Aπ ∈ GL3(F) induzierte Kollineation. Hat eine
Kollineation γ ∈ PGL3(K) einen Repräsentanten A ∈ GL3(A), so sagen wir, γπ ist wohldefiniert.
Für Punkte P,Q in P2(K) und eine Kollineation γ ∈ PGL3(A) gilt dann:

• P γπ◦π = Pπ◦γ

• Pπ = Qπ ⇔ Pπ◦γ = Qπ◦γ

Das heißt, Kollineationen aus PGL3(A) respektieren die durch π auf P2(K) definierte Partition der
Punktmenge von P2(K). Man kann zeigen, daß jede Kollineation aus PGL3(K)\PGL3(A) diese
Partition zerreißt.

Wenn O ein stetig differenzierbares, abgeschlossenes Oval ist mit Kollineationsgruppe GO, so kann
manGO∩PGL3(A) vergleichen mitGOπ := {γ ∈ PGL3(F) : (Oπ)γ = Oπ}. Ist z.B.GO∩PGL3(A)
transitiv auf O, so ist auch (GO ∩ PGL3(A))π transitiv auf Oπ. In den Beweisen später gelingt es
meistens, die Ovale oBdA. so zu wählen, daß GO ∩ PGL3(A) = GO ist. Dann hat man (GO)π =:
Gπ
O ≤ GOπ . Insbesondere gilt:

(GO ∩ PGL3(A))π ≤ GOπ

BEISPIEL (zusammengesetztes Oval mit unendlicher Kollineationsgruppe):

Für K = Q3 betrachten wir folgende Mengen (vgl. Abbildung 1.4):
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K1 :=
{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2

}
K2 :=

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = 4x2

}
B1 := K1 ∩ (P2(F)\(1 : 0 : 0))π−1

B2 := K2 ∩ (1 : 0 : 0)π−1

O := B1 ∪B2

Der Stabilisator GO von O wird induziert von allen Matrizen der Form
 1 0 0

0 d 0
0 0 d2

 ∈ GL3(K) : d ∈ E

 ,

d.h. Gπ
O ist wohldefiniert. Es ist Oπ = {(w : x : y) ∈ P2(F) : wy = x2}, affin also die Normalpara-

bel, und GOπ ist scharf dreifach transitiv auf Oπ. Die Gruppe Gπ
O ist eine echte Untergruppe von

GOπ , nämlich der Normalteiler der Buekenhoutgruppe, die von allen Involutionen mit Zentrum auf
[0 : 1 : 0] und Achse durch (0 : 1 : 0) erzeugt wird (vgl. Def. 8, Seite 74).

Dieses Beispiel belegt, daß es in ultrametrischen Ebenen Ovale mit unendlicher Kollineationsgrup-
pe gibt, die weder Kegelschnitte sind noch gleich oder eine Teilmenge einer anderen algebraischen
Kurve. Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, daß ein beliebiges Oval eine unendliche Kolli-
neationsgruppe hat. Nicht einmal von einer nichttrivialen endlichen Kollineationsgruppe kann man
ausgehen. Nebenbei, unser reelles Ei aus Abbildung 1.5 auf Seite 32, welches zur Hälfte aus einer
Ellipse und zur Hälfte aus einem Kreis besteht, hat Z2 als Kollineationsgruppe, denn es gestattet
eine Spiegelung an der waagrechten Achse.

Ist ein Oval O ein Kegelschnitt, so ist GO scharf dreifach transitiv (vgl. Satz 17). Die Frage, der
wir uns nun im nächsten Kapitel zuwenden, ist die, ob es Ovale in P2(K) gibt, die zwar keine Ke-
gelschnitte sind, aber eine nicht nur unendliche, sondern auch auf O transitive Kollineationsgruppe
gestatten.

1.3 Tillmann-Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe

GENERALVORAUSSETZUNG: ES SEI IMMER K EIN LOKALER KÖRPER MIT REST-
KLASSENKÖRPER F = GF (q), q EINE p-POTENZ UND p 6= 2.

Die in ultrametrischen Ebenen bekannten Beispiele abgeschlossener, stetig differenzierbarer Ovale
haben alle etwas mit algebraischen Kurven zu tun. Das motiviert die folgende Definition:

DEFINITION 5 (1) Es sei K ein lokaler Körper der Charakteristik 6= 2 und O ⊂ P2(K) ein
abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval. Wenn eine algebraische Kurve C ⊂ P2(K) und eine
offene Menge U ⊂ P2(K) existieren, so daß

U ∩ O = U ∩ C 6= ∅

gilt, heißt O Tillmann-Oval (bzgl. C) oder kurz T-Oval.

(2) Ein echtes T-Oval ist ein Oval, das kein Kegelschnitt ist.

(3) Es sei O ein T-Oval und C ⊂ P2(K) eine algebraische Kurve, die auf einer offenen Menge U ⊆
P2(K) mit O übereinstimmt, d.h. U ∩O = U ∩C 6= ∅. Dann sagen wir auch, daß C an O beteiligt
ist.
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Abbildung 1.5: Reelles T-Oval

Die Definition eines T-Ovals kann man problemlos auf andere topologische Ebenen, etwa P2(R),
übertragen. Ist O ein T-Oval in P2(R), an dem zwei oder mehr Kurven beteiligt sind, so gibt
es wegen des Zusammenhangs von O immer sogenannte Klebepunkte, in denen die verschiedenen
Kurvenstücke glatt ineinander übergehen (vgl. Abb. 1.5). Diese Klebepunkte sind Fixpunkte von
O und da O nicht nur aus solchen Klebepunkten besteht, kann GO nicht transitiv sein.
Ist O eine ovale algebraische Kurve in P2(R) mit transitiver Gruppe, so weiß man aufgrund der
Resultate von Teil 2 (Abschnitt 2.3.3, insbesondere Hilfssatz 35, in Verbindung mit Hilfssatz 24),
daß O ein Kegelschnitt ist, denn verallgemeinerte Parabeln vom Grad ≥ 3 besitzen Singularitäten.
Diese Singularitäten sind Fixpunkte von GO.
Nicht jede reelle verallgemeinerte Parabel ist ein Oval, sondern nur diejenigen, deren affine Glei-
chung von der Form y = x2n ist für ein n ∈ N, z.B. O = {(w : x : y) ∈ P2(R) : w3y = x4}. Hier
ist die Gruppe GO nicht transitiv, aber immerhin unendlich.

Über R ist also jedes T-Oval mit transitiver Gruppe ein Kegelschnitt, das heißt, es gibt keine echten
Tillmann-Ovale mit transitiver Gruppe.

In ultrametrischen Ebenen folgt aus der Transitivität der Kollineationsgruppe eines abgeschlosse-
nen, stetig differenzierbaren Ovals O im Allgemeinen nicht, daß O ein Kegelschnitt ist. Dies ist
das zentrale Ergebnis dieses Teils der Arbeit. Zu den im folgenden Satz auftretenden Kegelschnitt-
scharen siehe Definition 9 sowie Satz 22.

SATZ 4 Es sei K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper F der Charakteristik p 6= 2.

(I) Für charF 6= 3 gilt:

Genau dann existiert ein echtes T-Oval O ⊂ P2(K) mit transitiver Kollineationsgruppe GO ≤
PGL3(K), wenn einer der folgenden Fälle zutrifft:

(a) 4
∣∣(|F| − 1), d.h. −1 ist Quadratzahl in K.

(b) Es existiert eine primitive p-te Einheitswurzel 1 + ε ∈ K und es ist o(ε) ≥ 2.

Im Fall (a) sind die an O beteiligten Kurven Kegelschnitte einer Tangentenschar. Im Fall (b)
sind die an O beteiligten Kurven auch Kegelschnitte, und zwar aus einer Passantenschar.
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(II) Für charF = 3 und charK = 0 gilt:

Es existieren echte T-Ovale O mit transitiver Kollineationsgruppe. Die an O beteiligten Kur-
ven sind dann entweder Kegelschnitte einer Sekantenschar oder verallgemeinerte Parabeln
höheren Grades.

(III) Für charF = 3 = charK und F = GF (3) gilt:

Es existieren echte T-Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe.

(IV) Für charF = 3 = charK und F 6= GF (3) gilt:

Wenn ein echtes T-Oval bzgl. einer algebraischen Kurve C mit transitiver Kollineationsgruppe
existiert, dann muß C eine KV-Kurve ohne Knoten sein, deren Singularität kein K-rationaler
Punkt ist (vgl. Hilfssatz 33).

Für charF = charK = 3 ist es uns nicht gelungen, die Frage nach der Existenz echter T-Ovale
mit transitiver Kollineationsgruppe vollständig zu lösen. Der Grund dafür ist, daß es in P2(K)
für Körper mit charK = 3, die nicht perfekt sind, eventuell eine Klasse von Kurven – die sog.
KV-Kurven – gibt, die der Ovaleigenschaft genügen. Das sind die Kurven aus Hilfssatz 33, Teil
(IIb).
Diesem Sonderfall scheint man mit unseren Methoden nicht beikommen zu können. Es war weder
möglich, ein Beispiel einer solchen Kurve zu finden, die tatsächlich unendlich viele Punkte in P2(K)
besitzt, noch konnte widerlegt werden, daß, falls es solche Kurven gibt, sie keine Ovale sind. Gäbe
es solche Kurven, die Ovale sind, hätten sie zwangsläufig eine transitive Gruppe.
Immerhin für F = GF (3) und charK = 3 gibt es dieselben Positivbeispiele wie in (II), aber auch
hier kann man die KV-Kurven nicht ausschließen.

Der Rest des Kapitels besteht nun aus einer Reihe von Hilfssätzen und Bemerkungen, die zusam-
men den Beweis des Satzes 4 bilden.

BEMERKUNG 6 (1) Ist O ein T-Oval, daß auf der offenen Menge U ⊂ P2(K) mit der algebrai-
schen Kurve C übereinstimmt, so ist B := U ∩O = U ∩C eine offene Menge in der Spurtopologie
von O.
Die Kurve C ist dabei die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F ∈ K[w, x, y] vom Grad
n ≥ 2 und F ist oBdA. irreduzibel über K.
Wenn nämlich F reduzibel ist, so gibt es nichtkonstante, homogene, über K irreduzible Polynome
Fi, Gi ∈ K[w, x, y] mit F =

∏m
i=1 Fi

∏m′

j=1Gj , m,m
′ ∈ N0, m + m′ ≥ 2, so daß gilt: Die Null-

stellenmenge von Gj ist leer oder enthält nur endlich viele Punkte, die Nullstellenmenge von Fi

enthält unendlich viele Punkte von P2(K).
Da abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale keine isolierten Punkte besitzen (vgl. Bem. 4, S.
28), ist B = U ∩O = U ∩C in der Nullstellenmenge von FQ

Gj
enthalten. Man kann also annehmen

m′ = 0 bzw. F =
∏m

i=1 Fi, dabei sei Ci die Nullstellenmenge von Fi mit |Ci| = ∞ und Ci abge-
schlossen in P2(K).
Nun wähle man einen Punkt P ∈ B, der auf genau einer der Kurven, etwa Ci0 , liegt, also keiner der
endlich vielen Schnittpunkte der beteiligten Kurven ist. Es existiert dann eine offene Umgebung
UP ⊆ U dieses Punktes, so daß UP ∩O = UP ∩Ci0 ist. Das Oval stimmt also auf der offenen Menge
UP mit der über K irreduziblen Kurve Ci0 überein.

(2) Ist ein Oval O ein T-Oval, so ist O per Definition abgeschlossen und stetig differenzierbar.

(3) Ist ein Oval O ein echtes T-Oval, so muß O nicht aus Stücken verschiedener Kurven zusam-
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mengesetzt sein. Es kann auch O gleich einer oder eine Teilmenge einer algebraischen Kurve vom
Grad ≥ 3 sein.

Der folgende Satz ist der erste Schritt zur Charakterisierung echter T-Ovale, an denen mehrere
Kurven beteiligt sind und die eine transitive Kollineationsgruppe haben. Zu den in diesem Satz
auftretenden Begriffen für imprimitive Gruppen siehe etwa [10].

HILFSSATZ 5 Es sei O ein T-Oval bzgl. der über K irreduziblen algebraischen Kurve C1 ⊂
P2(K). Wenn O nicht in C1 enthalten ist und der Stabilisator GO von O in der PGL3(K) tran-
sitiv auf O operiert, so gibt es eine natürliche Zahl m ≥ 2 und paarweise verschiedene, projektiv
äquivalente Kurven C1, . . . , Cm, so daß gilt:

(I) Es existieren bzgl. der Spurtopologie TO von O offen-abgeschlossene Mengen B1, . . . , Bm mit

∅ 6= Bi ⊆ O ∩ Ci ∀ i ∈ {1, . . . ,m}.

(II) O =
m⋃

i=1

Bi, Bi ∩Bj = ∅ für i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j.

(III) GO operiert imprimitiv auf O, die Blockstruktur ist gegeben durch B1, . . . , Bm.

(IV) GO operiert transitiv auf der Menge {C1, . . . , Cm} und hat einen Normalteiler NO von end-
lichem Index. Wenn GCi

≤ PGL3(K) der Stabilisator der Kurve Ci für i = 1, . . . ,m ist,
gilt:

NO ≤
m⋂

i=1

GCi

Beweis:

(1) Wir zeigen zuerst die Existenz der Kurven C1, . . . , Cm sowie die Existenz der TO-offenen
nichtleeren Mengen Bi ⊆ O ∩ Ci mit O =

⋃m
i=1Bi.

Es sei U eine offene Menge in P2(K) mit ∅ 6= U ∩ O = U ∩ C1 =: B. Wegen der Transitivität von
GO auf O gilt

O =
⋃

γ∈GO

Bγ ,

also ist {Bγ : γ ∈ GO} eine bzgl. TO offene Überdeckung der kompakten Menge O. Deshalb
existiert eine endliche Teilüberdeckung von {Bγ : γ ∈ GO}, etwa O =

⋃k
i=1B

γi für ein k ∈ N.
Dabei sei oBdA. γi 6= γj sowie Bγi 6= Bγj für i, j ∈ {1, . . . , k}, i 6= j, außerdem γ1 = id.

Wegen Bγi ⊂ Cγi

1 ist O ⊂
⋃k

i=1 C
γi

1 und da nach Voraussetzung O nicht in C1 enthalten ist,
existiert ein m ∈ N mit 2 ≤ m ≤ k, so daß gilt:

{Cγi

1 : i = 1, . . . , k} = {C1, . . . , Cm}, C1, . . . , Cm paarweise verschiedene
projektiv äquivalente Kurven

Für j = 1, . . . ,m setze nun Ij := {i ∈ {1, . . . , k} : Cγi

1 = Cj} und

Bj :=
⋃
i∈Ij

Bγi .

Jedes dieser Bj ist TO-offen und natürlich gilt O =
⋃m

j=1Bj sowie O ⊂
⋃m

j=1 Cj .
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(2) Jetzt wird gezeigt: Für alle i, j ∈ {1, . . . ,m} ist Bi eine TO -abgeschlossene Menge und Bi∩Bj =
∅ für i 6= j.

Angenommen, es existieren zwei Zahlen i, j ∈ {1, . . . ,m} mit i 6= j und Bi ∩Bj 6= ∅. Da Bi ∩Bj ⊂
Ci ∩Cj ist und Ci ∩Cj nur endlich viele Punkte enthalten kann, ist auch Bi ∩Bj endlich. Sei nun
S ∈ Bi ∩ Bj so ein Schnittpunkt. Aufgrund der Transitivität von GO auf O ist O =

⋃
γ∈GO

Sγ

und es existiert eine unendliche Teilmenge M von GO mit

Bi =
⋃

γ∈M

Sγ .

Das heißt, jeder Punkt P ∈ Bi liegt einerseits auf Ci, andererseits auf Cγ
i ∩ C

γ
j für ein γ ∈ M ,

da für jeden Punkt P ∈ Bi ein γ ∈ M existiert mit P = Sγ ∈ (Ci ∩ Cj)γ = Cγ
i ∩ C

γ
j . Weil

Ci und Cj verschieden sind, besteht die Menge {Ci, C
γ
i , C

γ
j } für alle γ ∈ M aus mindestens zwei

verschiedenen Kurven der Menge {C1, . . . , Cm}. Es gibt also unendlich viele Punkte P ∈ Bi, die
auf mindestens zwei verschiedenen Kurven der Menge {C1, . . . , Cm} liegen. Das kann nicht sein,
denn je zwei dieser Kurven können nur endlich viele Punkte gemeinsam haben.

Wegen Bi ∩Bj = ∅ gilt für jedes i ∈ {1, . . . ,m}, daß Bi TO-abgeschlossen ist, da das Komplement
von Bi in O gleich der Menge

⋃
j∈{1,...,m}\{i}Bj ist, also eine Vereinigung offener Mengen.

(3) Für alle j ∈ {1, . . . ,m} gilt:

(O ∩ Cj)\Bj ist endlich oder leer.

Wenn ein Punkt P ∈ O auf Cj , aber nicht auf Bj liegt, existiert ein i ∈ {1, . . . ,m}\{j} mit
P ∈ Bi ⊆ Ci. Dann ist P ∈ Ci ∩ Cj . Da |Ci ∩ Cj | immer endlich ist für i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j,
folgt sofort, daß (O ∩ Cj)\Bj keine unendliche Menge ist.

(4) Wir zeigen, daß für alle γ ∈ GO gilt:

Bγ
1 ∩B1 6= ∅ ⇒ Bγ

1 = B1

Es sei γ ∈ GO mit Bγ
1 ∩B1 6= ∅. Dann ist Bγ

1 ∩B1 TO-offen und nicht leer, enthält also unendlich
viele Punkte. Wegen Bγ

1 ∩ B1 ⊆ Cγ
1 ∩ C1 ist dann auch |Cγ

1 ∩ C1| = ∞. Wenn die algebraischen
Kurven Cγ

1 und C1 unendlich viele Punkte gemeinsam haben, sind sie gleich, also liegt γ im Sta-
bilisator GC1 der Kurve C1.
Betrachte nun Bγ

1 \B1. Einerseits ist diese Menge TO-offen, denn B1 ist TO-abgeschlossen, also das
Komplement von B1 in O offen. Andererseits ist Bγ

1 \B1 in (O ∩ C1)\B1 enthalten und wegen (3)
endlich. Da nichtleere endliche Mengen nicht TO-offen sind, ist Bγ

1 \B1 = ∅.

Analog zeigt man, daß Bγ−1

1 \B1 = ∅ ist, also folgt γ(Bγ−1

1 \B1) = B1\Bγ
1 = ∅. Insgesamt haben

wir dann B1 = Bγ
1 und damit einen Block bzw. ein Imprimitivitätsgebiet B1, die Gruppe operiert

also imprimitiv auf O.

(5) Die durch die imprimitive Wirkung von GO auf O induzierte Partition in Blöcke ist gegeben
durch die Mengen B1, . . . , Bm.

Betrachte γ ∈ GO mit Bγ
1 6= B1. Dann ist Bγ

1 ∩B1 = ∅, also Bγ
1 ⊆

⋃m
i=2Bi. Andererseits existiert

ein j ∈ {2, . . . ,m} mit Cγ
1 = Cj , d.h. Bγ

1 ⊆ Cj . Betrachtet man die TO-offene Menge Bγ
1 \Bj , so

ist diese wegen (3) endlich, also leer. Es ist demnach Bγ
1 in Bj enthalten. Es gilt sogar Bγ

1 = Bj :
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Betrachte Bγ−1

j ⊇ B1. Die Kurve C1 enthält Bγ−1

j wegen Cγ−1

j = C1. Da die endliche Menge

(C1 ∩ O)\B1 eine Obermenge von Bγ−1

j \B1 ist und Bγ−1

j \B1 TO-offen ist, muß Bγ−1

j \B1 = ∅
gelten und deshalb Bγ

1 = Bj .

Da für jedes γ ∈ GO die Menge Bγ
1 ebenfalls ein Block ist, haben wir eine Partition von O in

Blöcke B1, . . . , Bm gefunden. Da GO transitiv auf O operiert, operiert GO auch transitiv auf der
Menge {B1, . . . , Bm}.

(6) Wir zeigen nun (IV).

Da jeder Block Bi für i ∈ {1, . . . ,m} unendlich viele Punkte enthält, operiert GO nicht nur auf
{B1, . . . , Bm}, sondern auch auf {C1, . . . , Cm}, und zwar transitiv. Die Wirkung ist dabei natürlich
gegeben wie folgt:

Bγ
i := Bj :⇐⇒ ∃P ∈ Bi mit P γ ∈ Bj (γ ∈ GO)

Cγ
i := Cj :⇐⇒ Bγ

i = Bj (γ ∈ GO)

Da alsoGO auf einerm-elementigen Menge operiert, existiert ein Homomorphismus ϕ : GO −→ Xm

für eine auf {1, . . .m} transitive Untergruppe Xm der symmetrischen Gruppe Σm. Es sei NO der
Kern dieses Homomorphismus. Es ist klar, daß [GO : NO] <∞ ist sowieNO für jedes i ∈ {1, . . . ,m}
im Stabilisator GCi

der algebraischen Kurve Ci enthalten ist.
Also folgt NO CGO, NO ≤

⋂m
i=1GCi

. �

Der letzte Satz besagt, daß T-Ovale mit transitiver Gruppe aus endlich vielen Stücken Bi projektiv
äquivalenter Kurven zusammengesetzt sind, diese Stücke nennen wir auch Bögen. Die Gruppe GO
permutiert diese Bögen. Der Normalteiler NO von GO fixiert alle Bögen extrinsisch, operiert aber
intrinsisch auf ihnen.
Da O unendlich viele Punkte und damit NO unendlich viele Kollineationen enthält, ist die wich-
tigste Konsequenz des eben bewiesenen Satzes, daß, wenn O eine transitive Gruppe hat und auf
einer offenen Menge U mit der algebraischen Kurve C1 übereinstimmt, der Stabilisator GC1 von
C1 innerhalb der PGL3(K) eine unendliche Gruppe ist. Ist O nicht in C1 enthalten, so ist O in
der Vereinigung endlich vieler algebraischer Kurven C1, . . . , Cm enthalten mit m ≥ 2 und es gilt
für die Stabilisatoren GCi der Kurven Ci:

∣∣ m⋂
i=1

GCi

∣∣ = ∞

Im Teil 2 der Arbeit werden diese Kurven klassifiziert.

HILFSSATZ 6 Es sei O ein T-Oval bzgl. der algebraischen Kurve C1 ⊂ P2(K) und C1 sei die
Nullstellenmenge des über K irreduziblen homogenen Polynoms F1 ∈ K[w, x, y] vom Grad n. Der
Stabilisator GO ≤ PGL3(K) von O sei eine unendliche Gruppe. Dann liegt bis auf projektive
Äquivalenz einer der folgenden Fälle vor:

(I) C1 ist ein nichtentarteter Kegelschnitt,

F1(w, x, y) = wy − x2 (vgl. Kapitel 2.1).

(II) C1 ist eine Translationskurve, die gleichzeitig eine VP-Kurve ist. Dann ist charK = p ≥ 3
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sowie

F1(w, x, y) = wpN−1y − λpN

xpN − µpN

ypN

, pN = n ≥ 3 für ein N ∈ N
und entweder λ = 1, µ = 0 oder λ, µ 6∈ K (vgl. Hilfssatz 36).

(III) C1 ist eine VP-Kurve, die keine Translationskurve ist,

F1(w, x, y) = wn−kyk − xn, k <
n

2
, (n, k) = 1, n ≥ 3 (vgl. Hilfssatz 35).

(IV) C1 ist eine Translationskurve, die keine VP-Kurve ist, charK = p ≥ 3 und

F1(w, x, y) = wpN−1y +
N∑

i=1

wpN−pi

(aix
pi

+ biy
pi

), pN = n ≥ 3, N ∈ N (vgl. Hilfssatz 34).

(V) C1 ist eine KV-Kurve, charK = p ≥ 3 und (vgl. Hilfssatz 33)

F1(w, x, y) =
N∑

i=0

w2pN−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +
1
2
biw

2pN−2pi

x2pi

, 2pN = n ≥ 6 für ein n ∈ N.

(VI) C1 ist eine KV-Kurve wie im Fall (IIb) des Hilfssatzes 33. Dieser Fall kann nur für charK = 3
auftreten.

Beweis:

Satz 17 sowie die Hilfssätze 36, 35, 34 und 33 in Verbindung mit der Tatsache, daß lokale Körper
von Primzahlcharakteristik nicht perfekt sind. �

Es werden jetzt nacheinander die verschiedenen Kurventypen durchdiskutiert. Wir befassen uns
zuerst mit den KV-Kurven, die über K eine Normalform wie im Fall (V) des letzten Hilfssatzes
besitzen.

HILFSSATZ 7 (Ovale und KV-Kurven) Es sei K = F((t)) ein ultrametrisch bewerteter Körper
mit Restklassenkörper F und charF = p ≥ 3. Es sei C1 die Nullstellenmenge des irreduziblen
Polynoms

F1(w, x, y) =
N∑

i=0

w2pN−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +
1
2
biw

2pN−2pi

x2pi

, 2pN = n ≥ 6 für ein n ∈ N

und GC1 der Stabilisator von C1 in der PGL3(K). Dann gilt:

Wenn ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval O ein T-Oval bzgl. C1 ist, operiert der
Stabilisator GO von O nicht transitiv auf O.

Beweis: Wir nehmen an, daß das Oval O ein T-Oval bzgl. C1 ist und daß GO auf O transitiv
operiert.

(1) Man kann oBdA. aN = 0 annehmen, dann ist GC1 = V o Z und V sowie Z werden induziert
von V ′, Z ′ ⊂ GL3(K) mit

V ′ =


 1 0 0
a 1 0
b −a 1

 ∈ GL3(K) : (1 : a : b) ∈ C1

 , Z ′ =


 1 0 0

0 c 0
0 0 c2

 ∈ GL3(K) : c ∈ K̂

 .
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Dabei ist K̂ eine endliche multiplikative Untergruppe von K∗ (vgl. Hilfssatz 28).

(2) Zunächst wird gezeigt, daß O nicht in C1 enthalten sein kann.

Angenommen, O ⊆ C1. Die Singularität S = (0 : 0 : 1) der Kurve C1 kann dann kein Punkt
auf O sein, denn wegen GO ≤ GC1 würde Sγ = S gelten für alle γ ∈ GO, ein Widerspruch zur
Transitivität von GO.
Für einen Punkt P ∈ O betrachte nun die Gerade g := P ∨ S. Man kann oBdA P = (1 : 0 : 0)
annehmen4.

Die Gerade g ist verschieden von der Tangente TP durch P an O:
Wenn g = TP ist, hat man

∀ γ ∈ GO : gγ ist Ovaltangente an P γ .

Wegen der Transitivität von GO auf O treffen sich dann alle Tangenten des Ovals im Punkt
(0 : 0 : 1), das ist ein Widerspruch (vgl. S. 29). Die Gerade g ist also Sekante bzgl. O. Dann gibt es
einen Punkt R 6= P mit R ∈ g∩O und wegen der Transitivität von GO findet sich eine Kollineation
γ ∈ GO mit P γ = R. Es sei R = (1 : 0 : y) für ein y ∈ K∗. Die Kollineation γ wird repräsentiert
von einer Matrix Aγ , gegeben durch

Aγ =

 1 0 0
a c 0
b −ac c2

 ,

also folgt b = y, a = 0 bzw.

Aγ =

 1 0 0
0 c 0
y 0 c2

 .

Es ist γ2(P ) = (1 : 0 : y(1 + c2)) und wegen y 6= 0 ist c2 = −1, denn für c2 6= −1 hätte O drei
kollineare Punkte. Dann enthält aber GO die Involution γ2, gegeben durch

A2
γ =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Dies widerspricht der Irreduzibilität von C1, denn wenn F1(w, x, y) ≡ F1(w,−x, y) ist, folgt
a0 = . . . = aN (vgl. Definition 15).

(3) Wegen (2) erfüllt O also die Voraussetzungen des Hilfssatzes 5. Für die natürliche Zahl m ≥ 2
seien C1, . . . , Cm die algebraischen Kurven, aus deren Stücken B1, . . . , Bm demnach das Oval zu-
sammengesetzt ist. Der Satz 28 in Verbindung mit Satz 33 besagt nun, daß für jedes i ∈ {2, . . . ,m}
die Kurve Ci die Nullstellenmenge des Polynoms Fi ist mit Fi = ciw

n + F1(w, x, y) für paarweise
verschiedene c2, . . . , cm aus K. Außerdem ist der Normalteiler NO eine Untergruppe der Kollinea-
tionsgruppe V .

4Falls P = (1 : a : b) 6= (1 : 0 : 0) ein Punkt auf O ist, betrachte statt O und P das Oval Oµ und den Punkt

P µ = (1 : 0 : 0) für eine von der Matrix 0@ 1 0 0

a 1 0

b −a 1

1A−1

induzierte Kollineation µ ∈ V . Wegen µ ∈ GC1 ist Oµ ⊆ C1 und natürlich auch GO ≤ GC1 .
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(4) Die Singularität S ist gemeinsame Singularität der Kurven C1, . . . , Cm und ist deshalb fest
unter GO. Es folgt S 6∈ O. Es sei der Punkt P ∈ B1, oBdA. wieder P = (1 : 0 : 0) (vgl. (2)) und
g = P ∨ S.

Wir zeigen nun, daß g Tangente an O im Punkt P ist.

Angenommen, g ist eine Sekante mit g ∩ O\{P} = R, R = (1 : 0 : y) für ein y ∈ K∗. Da
o(γ) = p =charF ≥ 3 ist für alle γ ∈ V , aber O keine drei kollinearen Punkte enthält, existiert
ein γ ∈ GO\NO mit P γ = R. Da GO nicht nur die Singularität S, sondern auch deren Tangente
TS = [∞] festlassen muß, wird γ induziert von einer Matrix Aγ mit

Aγ =

 1 0 0
0 u 0
y v w

 ∈ GL3(K).

Es muß (1 : 0 : y(1 + w)) = γ2(1 : 0 : 0) gleich (1 : 0 : 0) sein, denn sonst hat O drei kollineare
Punkte, also folgt w = −1. Man überlegt sich weiter, daß γ im Normalisator von V enthalten
und deshalb u2 = −1 ist. Man rechnet aus, daß einerseits γ2 eine Involution ist, die den Punkt
(1 : 0 : 0), also B1 bzw. C1 fixiert, andererseits aber γ 6∈ V gilt. Es folgt mit (1):

∃c ∈ K∗ mit A2
γ =

 1 0 0
0 −1 0
0 v(u− 1) 1

 =

 1 0 0
0 c 0
0 0 c2


Somit ist v = 0, c = −1. Aber (vgl. (2)) das kann nicht sein, wenn C1 als irreduzibel vorausgesetzt
wird. Also ist g Tangente an O.

Weil GO transitiv auf O wirkt und den Punkt (0 : 0 : 1) fixiert, inzidieren alle Tangenten gγ an O
mit diesem Punkt. Das kann nicht sein (vgl. S. 29). �

Der nächste Satz schließt die Translationskurven als Kandidaten für T-Ovale mit transitiver Grup-
pe aus.

HILFSSATZ 8 (Ovale und Translationskurven) Es sei K = F((t)) ein ultrametrisch bewerteter
Körper mit Restklassenkörper F und charF = p ≥ 3. Es sei C1 die Nullstellenmenge des irreduziblen
Polynoms

F1(w, x, y) = wpN−1y +
n∑

i=1

wpN−pi

(aix
pi

+ biy
pi

), pN = n ≥ 3 für ein n ∈ N

und GC1 der Stabilisator von C1 in der PGL3(K). Die Kurve C1 sei keine VP-Kurve.

Wenn ein Oval O ein T-Oval bzgl. C1 ist, dann operiert der Stabilisator GO von O nicht transitiv
auf O.

Beweis: Wir nehmen an, daß O ein T-Oval bezüglich C1 ist und eine auf O transitive Kollineati-
onsgruppe GO hat.

Dem Hilfssatz 34 entnimmt man, daß GC1 = V o Z ist, wobei V und Z induziert werden von
V ′, Z ′ ⊂ GL3(K) mit

V ′ =


 1 0 0
r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(K) : (1 : r : s) ∈ C1

 , Z ′ =


 1 0 0

0 λ 0
0 0 λpk

 ∈ GL3(K) : λ ∈ K̂

 .
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Dabei ist K̂ eine endliche multiplikative Untergruppe von K∗ und k eine von den Koeffizienten von
F1 abhängige natürliche Zahl.
Wenn O 6⊆ C1 ist, folgt aus den Hilfssätzen 31 und 34, daß NO ≤ V ist. Da V nur Elationen enthält,
deren Ordnung ≥ 3 ist, ist GO ∩ V = id und damit NO trivial. Ein Widerspruch zu |NO| = ∞
(vgl. Satz 5).
Demnach ist O in C1 enthalten, also GO ≤ GC1 . Auch hier muß GO∩V = id sein. Wegen |GO| = ∞
findet sich ein z ∈ Z mit |GO ∩ V z| = ∞. Es sei GO ∩ V z = {viz : i ∈ I} für eine geeignete
Indexmenge I, weiter i0 ∈ I fest gewählt. Die Menge {viz(vi0z)

−1 : i ∈ I} = {viv
−1
i0

: i ∈ I} ist
dann eine unendliche Teilmenge von GO ∩ V , Widerspruch. �

Nun betrachten wir VP-Kurven, die gleichzeitig Translationskurven sind.

HILFSSATZ 9 (Ovale und verallgemeinerte Parabeln, die gleichzeitig Translationskurven sind)
Es sei K = F((t)) ein ultrametrisch bewerteter Körper mit Restklassenkörper F und charF = p ≥ 3.
Es sei C1 die Nullstellenmenge des irreduziblen Polynoms F1 ∈ K[w, x, y] mit

F1(w, x, y) = wpN−1y − λpN

xpN

− µpN

ypN

,

wobei N ∈ N ist und entweder (λ, µ) = (1, 0) oder λ, µ 6∈ K. Dann gilt:

Es gibt keine offene Menge U ⊆ P2(K), so daß C1 ∩U 6= ∅ ist und C1 auf U mit einem abgeschlos-
senen, stetig differenzierbaren Oval O übereinstimmt.

Beweis: Angenommen, es existiert eine offene Menge U ⊆ P2(K) mit U ∩C1 = U ∩O 6= ∅ für ein
abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval O.

(1) Wir betrachten den Fall (λ, µ) = (1, 0). Da GC1 abgesehen von der Singularität transitiv5 auf
C1 operiert, kann man oBdA. annehmen, daß P = (1 : 0 : 0) ein Punkt auf O ∩ U ist. Es sei für
ein festes i ∈ Z die Menge UP = (1 : tiA : tiA) eine Umgebung von P , die in U enthalten ist. Dann
gilt:

UP ∩ O = {(1 : tia : (tia)pN

) ∈ P2(K) : a ∈ A}

Das heißt aber, die Punkte P1 = (1 : ti : tip
N

) und P−1 = (1 : −ti : −tipN

) zusammen mit P sind
drei kollineare Punkte auf O. Das kann natürlich nicht sein.

(2) Für den Fall λ, µ 6∈ K kann man im Prinzip genauso wie in (1) argumentieren.

Dem Beweis des Hilfssatzes 36 entnimmt man, daß die Punkte auf C1 von der Form

Px := (1 : x(1− b) + xpN

b : xpN

) ∈ P2(K)

sind für geeignete x aus dem algebraischen Abschluß L von K. Dabei ist b 6∈ K und es gilt:
λ = 1

1−b , µ = − b
1−b .

Man kann wieder oBdA. P = (1 : 0 : 0) ∈ O ∩ U annehmen. Da O keine isolierten Punkte enthält
(vgl. Bem. 4 (1)), findet sich beliebig nahe an P immer ein Punkt Px ∈ O ∩ C1. Es existiert nun
eine ganze Zahl i ∈ Z, so daß die Menge UP = (1 : tiA : tiA) eine in U enthaltene Umgebung von
P ist. Für jedes Px ∈ UP ist auch P−x ein Punkt in UP , also enthält O die drei kollinearen Punkte
P, Px, P−x. Widerspruch. �

Bevor wir einen entsprechenden Hilfssatz für verallgemeinerte Parabeln formulieren, stellen wir
ein Beispiel eines T-Ovals mit transitiver Kollineationsgruppe vor, das kein Kegelschnitt ist. Man
vergleiche hierzu auch Abbildung 1.6.

5Das wird im Teil (3a) des Beweises von Hilfssatz 36 gezeigt.
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HILFSSATZ 10 Es sei K ein lokaler Körper, der den Restklassenkörper F = GF (3) hat.

Dann gibt es ein stetig differenzierbares T-Oval O ⊂ P2(K), das aus Stücken von zwei verschiedenen
verallgemeinerten Parabeln zusammengesetzt ist und das eine reguläre Kollineationsgruppe GO
besitzt.

Beweis:

Vorbemerkung: Um die Fälle charK = 0 und charK = 3 simultan betrachten zu können, verwenden
wir für charK = 3 die gängige Konvention, daß für natürliche Zahlen n ∈ N gilt:

n = 1K + . . .+ 1K (n-mal)

Dieselbe Konvention verwenden wir auch für F.

(1) Wir betrachten die zwei Kurven C1 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : w4y − x5 = 0} und
C2 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : w4y + x5 = 0}. Weiter sei G die von G′ ≤ GL3(K) mit

G′ =


 1 0 0

0 x 0
0 0 x5

 ∈ GL3(K) : x ∈ E1


induzierte Untergruppe von GC1 (vgl. Hilfssätze 30, 35). Außerdem seien I und J die von den
Matrizen AI bzw. AJ repräsentierten Kollineationen,

AI =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ∈ GL3(K), AJ =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ∈ GL3(K).

Setze nun O := (1 : 1 : 1)〈G,I,J〉, dann gilt:

O =
[
C1 ∩

(
(1 : 1 : 1)π−1 ∪ (1 : −1 : −1)π−1

)]
∪
[
C2 ∩

(
(1 : 1 : −1)π−1 ∪ (1 : −1 : 1)π−1

)]
Oπ = {(1 : 1 : 1), (1 : 1 : −1), (1 : −1 : 1), (1 : −1 : −1)}

=
{
(w : x : y) ∈ P2(F) : w2 + x2 + y2 = 0

}
Da Oπ ∩ [∞] = ∅ ist, gilt Oπ ⊆

{
(1 : x : y) ∈ P2(F) : (x, y) ∈ F2

}
. In der endlichen affinen Ebene

AF =
{
(x, y) ∈ F2 : (1 : x : y) ∈ P2(F)

}
bestehtOπ also aus den vier Punkten (1, 1), (1,−1), (−1, 1),

(−1,−1) (vgl. Abbildung 1.6).

(2) Die Gerade T := [4 : −5 : 1] ist Tangente an O:

Da Tπ ∩ Oπ = (1 : 1 : 1) ∈ P2(F) ist, folgt

T ∩ O ⊂ (1 : 1 : 1)π−1
.

Also ist T ∩ O =
{
(1 : x : x5) ∈ P2(K) : x ∈ E1, x

5 − 5x+ 4 = 0
}
. Das Polynom x5 − 5x + 4

zerfällt über K zu (x3 + 2x2 + 3x + 4)(x − 1)2. Für x ∈ E1 ist x3 + 2x2 + 3x + 4 6= 0, denn
(x3 + 2x2 + 3x+ 4)π = 1. Deshalb ist T ∩ O = (1 : 1 : 1) ∈ P2(K).

(3) Jede Gerade g in P2(K), die durch den Punkt (1 : 1 : 1) geht und nicht im π-Urbild der
Gerade [1 : 1 : 1] = Tπ ⊂ P2(F) liegt, schneidet O in (1 : 1 : 1)π−1 genau einmal, und zwar in
(1 : 1 : 1) ∈ P2(K):
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Abbildung 1.6: Das Oval O aus Hilfssatz 10.

Allgemein besteht das Geradenbüschel durch (1 : 1 : 1) ∈ P2(K) aus [1 : −1 : 0] und allen Geraden
[−b− 1 : b : 1], b ∈ K. Es gilt

[1 : −1 : 0] ∩ O ∩ (1 : 1 : 1)π−1
= [1 : −1 : 0] ∩ C1 ∩ (1 : 1 : 1)π−1

=
{
(1 : x : x5) ∈ P2(K) : x ∈ E1, 1− x = 0

}
= {(1 : 1 : 1)}.

Für [−b− 1 : b : 1] = gb ist gπ
b 6= [1 : 1 : 1] genau dann, wenn b ∈ K\E1 ist. Es gilt

[−b− 1 : b : 1] ∩ O ∩ (1 : 1 : 1)π−1
= [−b− 1 : b : 1] ∩ C1 ∩ (1 : 1 : 1)π−1

=
{
(1 : x : x5) ∈ P2(K) : x ∈ E1, x

5 + bx− (1 + b) = 0
}
.

Es sei f(x) = x5+bx−(1+b) = (x4+x3+x2+x+(1+b))(x−1), weiter h(x) = x4+x3+x2+x+(1+b).
Für b ∈ K\A und x ∈ E1 ist h(x) ∈ K\A, also h(x) 6= 0. Für b ∈ E\E1 ist bπ = −1, für x ∈ E1 ist
dann (h(x))π = 1 und deshalb h(x) 6= 0.
Für b ∈ M und x ∈ E1 ist (h(x))π = −1 und damit auch hier h(x) 6= 0. Also gilt für alle b ∈ K\E1:

gb ∩ O ∩ (1 : 1 : 1)π−1
= {(1 : 1 : 1)} ∈ P2(K)

(4) Jede mit (1 : 1 : 1) ∈ P2(K) inzidierende Gerade g in P2(K), die verschieden von T ist und für
die gπ = Tπ gilt, schneidet C1 in (1 : 1 : 1)π−1

genau zweimal, einmal davon in (1 : 1 : 1):

Es habe g die Form g = [1 + ε : −2− ε : 1] für ε 6= 3, ε ∈ M. Dann ist

g ∩ O ∩ (1 : 1 : 1)π−1
= g ∩ C1 ∩ (1 : 1 : 1)π−1

=
{
(1 : x : x5) ∈ P2(K) : x ∈ E1, x

5 − x(2 + ε) + 1 + ε = 0
}
.

Setze f(x) = x5 − x(2 + ε) + 1 + ε = (x4 + x3 + x2 + x − 1 − ε)(x − 1) ∈ K[x] und h(x) =
x4 +x3 +x2 +x−1−ε ∈ K[x]. Es ist h(1) = 3−ε 6= 0 wegen ε 6= 3. Andererseits besagt das Lemma
von Hensel, daß h genau eine Nullstelle in E1 hat, denn hπ(1) = 0 und 1 ist einfache Nullstelle von
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hπ ∈ F[x]. Also hat f genau zwei verschiedene Nullstellen aus E1. Somit gilt:∣∣∣g ∩ O ∩ (1 : 1 : 1)π−1
∣∣∣ = 2

(5) Die Menge O ist abgeschlossen und im Punkt (1 : 1 : 1) stetig differenzierbar:

Die Abgeschlossenheit von O liegt auf der Hand. Für die stetige Differenzierbarkeit betrachte zwei
Punktfolgen (Pi)i∈N und (Qi)i∈N, gegeben durch Pi = (1 : xi : x5

i ) und Qi = (1 : yi : y5
i ) mit

limi→∞ xi = 1, limi→∞ yi = 1 und xi 6= yi für alle i, j ∈ N mit i 6= j. Man rechnet nach, daß
der Grenzwert limi→∞(Pi ∨ Qi) existiert und gleich T = [4 : −5 : 1] ist. Wir lassen die explizite
Rechnung hier weg, sie ist nicht schwer, aber lang.

(6) Da GO := 〈G, I, J〉 offensichtlich scharf einfach transitiv auf O operiert folgt nun aus (2) bis
(5), daß O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares T-Oval ist, das aus den Bögen B1 und B2

zusammengesetzt ist. Dabei ist

B1 = C1 ∩
(
(1 : 1 : 1)π−1 ∪ (1 : −1 : −1)π−1

)
⊂ C1,

B2 = C2 ∩
(
(1 : 1 : −1)π−1 ∪ (1 : −1 : 1)π−1

)
⊂ C2

sowie

NO = 〈G,AJ〉, GO = 〈NO, AI〉, GO/NO ∼= Z2. �

In projektiven Ebenen über einem lokalen Körper K, dessen Restklassenkörper F verschieden von
GF (3) ist, gibt es keine Ovale, die ein T-Oval mit transitiver Gruppe bzgl. einer verallgemeinerten
Parabel vom Grad ≥ 3 sind, wie der nächste Satz zeigt.

HILFSSATZ 11 (Ovale und verallgemeinerte Parabeln) Es sei K ein lokaler Körper mit Rest-
klassenkörper F der Charakteristik p 6= 2.

Genau dann existiert eine irreduzible VP-Kurve C1 vom Grad ≥ 3 und ein Oval O, das bzgl. C1

ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe GO ist, wenn der Fall F = GF (3) vorliegt.

Beweis:

(1) Daß für F = GF (3) ein T-Oval bzgl. C1 := {(w : x : y) ∈ P2(K) : w4y − x5 = 0} mit
transitiver Gruppe existiert, wurde durch das Beispiel im vorhergehenden Hilfssatz nachgewiesen.
Wir nehmen also ab jetzt an, daß F 6= GF (3) ist und daß ein Oval O und eine VP-Kurve C1

in P2(K) existieren, so daß O ein T-Oval bzgl. C1 ist mit transitiver Gruppe GO. Dabei sei C1

gegeben durch das Polynom F1 ∈ K[w, x, y] mit

F1(w, x, y) = wn−kyk − xn (n, k ∈ N, n ≥ 3, k <
n

2
, ggT (n, k) = 1).

Wegen Hilfssatz 9 ist C1 keine Translationskurve.

(2) Über dem algebraischen Abschluß L von K hat die Nullstellenmenge Ca
1 von F1 eine Parame-

trisierung:
Ca

1 =
{
(1 : xk : xn) ∈ P2(L) : x ∈ L

}
∪ {(0 : 0 : 1)}

Diese Parametrisierung besteht auch für die K-rationalen Punkte von Ca
1 , denn wenn (1 : xk : xn) ∈

P2(K) ist für x ∈ L, so gilt xk, xn ∈ K. Da k und n teilerfremd sind, existieren ganze Zahlen a und
b mit ak + bn = 1. Es folgt x = (xk)a(xn)b ∈ K, also:

C1 =
{
(1 : xk : xn) ∈ P2(K) : x ∈ K

}
∪ {(0 : 0 : 1)}
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Der Stabilisator GC1 der Kurve C1 wird induziert von G′C1
mit

G′C1
=


 1 0 0

0 xk 0
0 0 xn

 ∈ GL3(K) : x ∈ K∗

 ≤ GL3(K) (vgl. Hilfssätze 30, 35).

Die Gruppe GC1 operiert transitiv auf C1\{(1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1)}. Deshalb kann man oBdA.
annehmen, daß der Punkt P = (1 : 1 : 1) ein Punkt auf O ist.

(3) Wir zeigen nun, daß O∩∆ = ∅ ist für das Einheitsdreieck ∆ = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wxy = 0}
und daß GO eine Untergruppe des Stabilisators G∆ des Einheitsdreiecks6 ist.

Falls O ⊆ C1 ist, ist GO ≤ GC1 . Da GC1 die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) fixiert und
C1 ∩∆ = {(1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1)} ist, können diese beiden Punkte nicht auf O liegen, sonst wäre
GO nicht transitiv.
Falls O 6⊆ C1 ist, existieren nach Satz 5 endlich viele paarweise verschiedene projektiv äquivalente
Kurven C1, . . . , Cm, so daß O ⊆

⋃m
i=1 Ci ist und weiter gilt:

∀i ∈ {1, . . . ,m} ∃ λ ∈ K : Ci = C(λ) :=
{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wn−kyk = λxn

}
Wären die Kurven C2, . . . , Cm nicht von dieser Form, so wäre der Normalteiler NO eine endliche
Gruppe (vgl. Hilfssatz 30).
Es ist NO ≤

⋂m
i=1GCi = GC1 ≤ G∆, aber auch GO ≤ G∆, denn für jedes λ ∈ K∗ hat die Kurve

C(λ) die Singularität (0 : 0 : 1) mit Tangente [1 : 0 : 0] sowie die Singularität (1 : 0 : 0) mit
Tangente [0 : 0 : 1] (bzw. für k = 1 den Wendepunkt (1 : 0 : 0) mit Tangente [0 : 0 : 1]). Deshalb
läßt GO die Ecken von ∆ punktweise fest. Da der Punkt (1 : 1 : 1) auf O liegt und nicht auf ∆,
folgt aus der Transitivität von GO, daß O ∩∆ = ∅ ist.

(4) Nun wird gezeigt, daß Gπ
O ≤ PGL3(F) wohldefiniert ist und daß Oπ ∩∆π = ∅ gilt.

Es werde γ ∈ GO von der Matrix Aγ mit

Aγ =

 1 0 0
0 u 0
0 0 v

 ∈ GL3(K)

repräsentiert. Betrachte die Punktfolge (Pi)i∈N mit Pi := P γi

= (1 : ui : vi) für P =(1 : 1 : 1).
Diese Folge ist eine Folge in O und da O kompakt ist, muß für jede konvergente Teilfolge (Pi)i∈I

mit I ⊆ N, |I| = ∞ der Grenzwert ein Punkt auf O sein.

Falls |u|u 6= |v|u und max{|u|u, |v|u} > 1 ist, konvergiert (Pi)i∈N gegen (0 : 1 : 0) bzw. (0 : 0 : 1),
beides Punkte nicht auf O.
Falls |u|u 6= |v|u und max{|u|u, |v|u} < 1 ist, konvergiert (Pi)i∈N gegen (1 : 0 : 0) 6∈ O.
Falls |u|u 6= |v|u und max{|u|u, |v|u} = 1 ist, sind beide Folgen (ui)i∈N und (vi)i∈N beschränkt. Für
|u|u = 1 und |v|u = ε < 1 betrachte eine konvergente Teilfolge von (ui)i∈N, etwa (ui)i∈I → u ∈ E
für eine geeignete unendliche Indexmenge I ⊆ N. Die Punktfolge (Pi)i∈I konvergiert dann gegen
(1 : u : 0) 6∈ O. Analog erhält man, wenn v ∈ E ist und u ∈ M, eine gegen (1 : 0 : v) konvergierende
Teilfolge von (Pi)i∈N, wobei eine entsprechende Teilfolge von (vi)i∈N gegen v strebt.
Falls |u|u = |v|u 6= 1 ist, gibt es eine Teilfolge von (Pi)i∈N, die gegen einen Punkt der Form

6Mit dem Stabilisator des Einheitsdreiecks ist hier die Gruppe gemeint, die die drei Ecken von ∆ punktweise

festläßt.
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(0 : 1 : e) 6∈ O für ein e ∈ E oder gegen (1 : 0 : 0) 6∈ O konvergiert.

Insgesamt ergibt sich also, daß die Kollineationen γ ∈ O repräsentiert werden von Matrizen Aγ mit
u, v ∈ E und deshalb ist Gπ

O wohldefiniert. Insbesondere folgt Oπ ∩∆π = ∅, denn es ist einerseits
(1 : 1 : 1) ∈ Oπ und andererseits fixiert jede Kollineation aus Gπ

O das Dreieck ∆π. Also kann der
Orbit von (1 : 1 : 1) ∈ P2(F) unter Gπ

O keinen Punkt aus ∆π enthalten. Denn wenn GO transitiv
auf O ist, ist auch Gπ

O transitiv auf Oπ (vgl. S. 30).

(5) Das Oval O enthält die Punkte (1 : 1 : 1), (1 : 1 : −1), (1 : −1 : −1) und (1 : −1 : 1).

Betrachte die Geraden g = [1 : −1 : 0] und h = [0 : −1 : 1] durch den Punkt P = (1 : 1 : 1) ∈ O.
Da sich die Tangenten an O nicht in einem Punkt treffen können (vgl. S. 29), ist sowohl g als auch
h eine Sekante an O. Es existieren demnach Punkte R = (1 : 1 : y) ∈ g und S = (w : 1 : 1) ∈ h mit
R,S ∈ O, y, w ∈ K\{0, 1}. Dann existieren Kollineationen γ ∈ GO und δ ∈ GO mit (1 : 1 : 1)γ =
R, (1 : 1 : 1)δ = S, die induziert werden von Aγ , Aδ ∈ GL3(K),

Aγ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 y

 , Aδ =

 1 0 0
0 1

w 0
0 0 1

w

 .

Da (1 : 1 : 1)γ2
= (1 : 1 : 1)δ2

= (1 : 1 : 1) sein muß (sonst hätte O drei kollineare Punkte), ist
y = w = −1. Da offensichtlich C1 nur zwei der drei Punkte P,R, S enthalten kann, folgt insbeson-
dere O 6⊆ C1.
Da GO die Kleinsche Vierergruppe mit den Involutionen γ, δ und γδ enthält, enthält O auch
(1 : 1 : 1)γδ = (1 : −1 : 1).

(6) Wir betrachten nun das Bild Oπ des Ovals und zeigen, daß F = GF (3) ist.

Wegen (5) und Satz 3 ist Oπ entweder ein Oval in P2(F) oder aber gleich der Vereinigung zweier
Geraden (eventuell ohne Schnittpunkt) in P2(F). In einer Geraden kann Oπ nicht enthalten sein,
denn wegen (5) enthält Oπ ein nichtentartetes Viereck. Wäre Oπ gleich der Vereinigung zweier
verschiedener Geraden g1 und g2 in P2(F) (eventuell ohne Schnittpunkt), so gäbe es einen Punkt
aufOπ∩∆π, da |(g1∪g2)∩∆π| ≥ 2 ist. Das kann nicht sein, da in (4) gezeigt wurde, daßOπ∩∆π = ∅
ist. Es folgt, daß Oπ ein Oval in P2(F) ist, also existiert ein nichtentarteter Kegelschnitt K in P2(F)
mit Oπ = K. Es ist dann Gπ

O eine Untergruppe des Stabilisators GK von K in der PGL3(F) und
jede Kollineation aus Gπ

O fixiert die Ecken von ∆π punktweise. Da keine dieser Ecken auf K liegt
wegen ∆π ∩Oπ = ∅, entnimmt man der Tabelle auf Seite 76, daß die nichttrivialen Kollineationen
aus Gπ

O Involutionen sein müssen. Diejenigen Involutionen in PGL3(F), deren Zentrum eine der
Ecken von ∆π ist und deren Achse die gegenüberliegende Seite, werden repräsentiert von

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ,

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ⊂ GL3(F).

Das Erzeugnis dieser Menge induziert eine Kleinsche Vierergruppe V ≤ PGL3(F). Da GO die
Involutionen γ, δ und γδ (vgl. (5)) enthält, ist V ≤ Gπ

O, also insgesamt Gπ
O = V . Nun ist aber

|K| = |F|+ 1 und K = (1 : 1 : 1)V , also |K| = 4. Deshalb folgt endlich F = GF (3). �

Nun betrachten wir die Kegelschnitte. Wenn an einem echten T-Oval O Kegelschnitte beteiligt
sind, dann sind mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte beteiligt. Alle beteiligten Kegelschnit-
te entstammen einer Kegelschnittschar K und der Normalteiler NO des Stabilisators GO von O
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ist eine Untergruppe der zu K gehörigen Buekenhoutgruppe (vgl. Satz 22). Da es für p 6= 2 in
lokalen Körpern vier Quadratklassen von K∗ gibt, in K also fünf Quadratklassen, können wir uns
zurückziehen auf die fünf projektiven Äquivalenzklassen solcher Scharen (vgl. Satz 22 (III) sowie
in dessen Beweis Teil (4) auf Seite 92).

Für die Quadratzahl 0 ∈ K2 ist K die Tangentenschar, deren Kegelschnitte eine affine Gleichung
der Form y = x2 + a für ein a ∈ K haben.
Für die Quadratzahl 1 ∈ K2

∗ ist K die Sekantenschar, deren Kegelschnitte eine affine Gleichung der
Form y = ax2 für ein a ∈ K∗ haben.
Ist α ein Repräsentant der Nichtquadratzahlen in K, so ist K die Passantenschar, deren Kegelschnit-
te eine affine Gleichung der Form y2 = 1

αx
2 + r für ein r ∈ K∗ haben. Dabei ist darauf zu achten,

daß nicht für jedes r ∈ K∗ diese Gleichung Lösungen hat, sondern nur für r ∈ (K2 − 1
αK2)\{0}.

Aufgrund der Bemerkungen auf Seite 24 über die Quadratklassen in K ist also α ∈ {a, t, ta} für
ein a ∈ A mit aπ ∈ F∗\F2

∗. Ist α = a, so sagen wir, K ist eine Passantenschar vom Äquivalenztyp
o(α) = 0, andernfalls vom Äquivalenztyp o(α) = 1.

Zuerst diskutieren wir Sekantenscharen.

HILFSSATZ 12 (Ovale und Kegelschnitte einer Sekantenschar) Es sei K ein lokaler Körper mit
Restklassenkörper F und charF 6= 2. Dann gilt:

Genau dann existiert ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens
zwei Kegelschitte einer Sekantenschar beteiligt sind, wenn F = GF (3) ist.

Beweis: Wir nehmen an, daß O ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe GO ist, an
dem zwei oder mehr Kegelschnitte einer Sekantenschar beteiligt sind.

(1) Es sei ∆ = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wxy = 0} das Einheitsdreieck, weiter G∆• die von G′∆• ≤
GL3(K) mit

G′∆• =


 1 0 0

0 b 0
0 0 c

 : b, c ∈ K∗


repräsentierte Kollineationsgruppe. Es sei S die von

S′ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0


induzierte Involution. Mit G∆ bezeichnen wir hier7 G∆• o 〈S〉 (bzw. G′∆ = G′∆• o 〈S′〉).
Wenn O ein T-Oval bzgl. eines Kegelschnittes ist, können wir oBdA. annehmen, daß dieser Kegel-
schnitt gleich dem Standardkegelschnitt K(1) =

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2

}
ist und daß O

auf einer Umgebung U ⊂ P2(K), die den Punkt (1 : 1 : 1) enthält, mit K(1) übereinstimmt. Es
sei nun K = {K(a) : a ∈ K∗} mit K(a) =

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = ax2

}
die Sekantenschar,

die alle an O beteiligten Kegelschnitte enthält. Die zu K gehörige Buekenhoutgruppe GK ist dann
gleich N o 〈S〉, wobei N durch N ′ ≤ GL3(K) gegeben ist (vgl. Satz 22 und dessen Beweis, Teil
(3b)):

N ′ =


 1 0 0

0 b 0
0 0 b2

 : b ∈ K


7An anderer Stelle ist G∆ anders definiert.
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Es ist GO ≤ G∆ und, wenn man GO ∩ G∆• = GO• setzt, ist entweder GO = GO• oder GO =
GO• o 〈J〉 für ein J ∈ G∆\G∆• und [GO : GO• ] = 2. Wenn eine Kollineation γ ∈ G∆•S ∩ GO
existiert, so hat sie einen Repräsentanten Ax ∈ GL3(K) mit

Ax =

 0 0 1
0 x 0
σx2 0 0

 für ein x ∈ K∗ und ein σ ∈ {±1}.

Wäre nämlich Ax nicht von dieser Form, so wären (1 : 1 : 1), (1 : 1 : 1)γ2
, (1 : 1 : 1)γ4

drei
verschiedene kollineare Punkte auf O. Die von 1 0 0

0 b 0
0 0 c


induzierte Kollineation γ = γ(b, c) bildet für jedes a ∈ K∗ den Kegelschnitt K(a) auf K(a)γ =
K(a · c

b2 ) ab. Da einerseits K(a)γi

= K(a ·( c
b2 )i) ist für i ∈ Z, andererseits wegen Satz 5 nur endlich

viele Kegelschnitte an O beteiligt sind, folgt:

γ(b, c) ∈ GO =⇒ c

b2
∈ E0

(2) Wir zeigen, daß O die Punkte {(1 : σ : τ) ∈ P2(K) : σ, τ ∈ {±1}} enthält und daß GO die
Kleinsche Vierergruppe V als Untergruppe hat, wobei V repräsentiert wird von V ′ ≤ GL3(K) mit

V ′ =


 1 0 0

0 σ 0
0 0 τ

 : σ, τ ∈ {±1}

 .

Es sei gi = (1 : 1 : 1) ∨ Ei für die Ecken E1, E2, E3 von ∆. Da wegen der Bemerkungen auf Seite
29 keine dieser drei Geraden eine Tangente an O sein kann, existieren Punkte P1, P2, P3 auf O,
so daß gilt: P1 = (w0 : 1 : 1), P2 =(1 : x0 : 1), P3 = (1 : 1 : y0) und w0, x0, y0 ∈ K∗\{1}. Dann
gibt es wegen der Transitivität von GO Kollineationen γ1, γ2, γ3 ∈ GO, so daß (1 : 1 : 1)γi = Pi

ist für i = 1, 2, 3. Eine kleine Rechnung ergibt w0 = x0 = y0 = −1. Dabei wird benutzt, daß
(1 : 1 : 1)γ2

i = (1 : 1 : 1) ist, weil sonst O mit gi mindestens drei Schnittpunkte hat. Wenn Ai der
Repräsentant von γi ist, ist Ai gegeben durch

A1 ∈

I ′1 :=

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

 0 0 1
0 −1 0
−1 0 0

 = I ′1S
′

 ,

A2 ∈

I ′2 :=

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ,

 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

 = I ′2S
′

 ,

A3 ∈

I ′3 :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ,

 0 0 1
0 1 0
−1 0 0

 = I ′3S
′

 .

Das Erzeugnis der Kollineationen, die durch diese sechs Matrizen gegeben sind, ist gleich V o 〈S〉.
Man kann nachrechnen, daß V ≤ GO ist. Ist Ai = I ′iS

′ für ein i ∈ {1, 2, 3}, so ist V o 〈S〉 ≤ GO
bzw. S ∈ GO.
Insbesondere folgt, daß der Kegelschnitt K(−1) an O beteiligt ist.

(3) Wir zeigen nun: (GO•)π =: Gπ
O• ist wohldefiniert.
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Angenommen, Gπ
O• ist nicht wohldefiniert. Dann gibt es eine Matrix A(b, c), die eine Kollineation

γ = γ(b, c) ∈ GO• induziert, und für A(b, c) hat man

A(b, c) =

 1 0 0
0 b 0
0 0 c

 , b 6∈ E oder c 6∈ E.

Für b, c ∈ M betrachte die Punktfolge (Pi)i∈N mit Pi := (1 : 1 : 1)γi

. Diese Folge konvergiert
gegen (1 : 0 : 0) 6∈ O, d.h. γ 6∈ GO. Dieselbe Punktfolge konvergiert für |b|u > 1, |b|u > |c|u
gegen (0 : 1 : 0) 6∈ O, für |c|u > 1, |c|u > |b|u gegen (0 : 0 : 1) 6∈ O. Für |b|u = |c|u > 1 oder
|b|u = 1 > |c|u oder |c|u = 1 > |b|u betrachte die Folge (Pj)j∈N, Pj := (1 : 1 : 1)γ−j

. Sie konvergiert
gegen (1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1) oder (0 : 1 : 0). Da keiner dieser drei Punkte auf O liegt, ist die
Annahme zum Widerspruch geführt.

(4) Falls Gπ
O ein Element aus (V o 〈S〉)π\V π enthält, folgt F = GF (3).

Angenommen, Gπ
O enthält ein Element aus (V o 〈S〉)π\V π.

(4a) Es ist dann oBdA. GO = GO• o 〈γ〉 für ein γ ∈ GO, induziert von Aγ ∈ GL3(K) und

Aπ
γ ∈


 0 0 1

0 σ 0
τ 0 0

 ∈ GL3(F) : σ, τ ∈ {±1}

 .

Also ist Gπ
O wohldefiniert. Weil unabhängig von σ und τ gilt

Gπ
O ≥ 〈V π, Aπ

γ 〉 = (V o 〈S〉)π = V π o 〈Sπ〉,

ist Gπ
O = Gπ

O• o 〈Sπ〉. Da Gπ
O das Dreieck ∆π festläßt und Oπ die Punkte (1 : ±1 : ±1)∈ P2(F)

enthält, muß gelten:
Oπ ∩∆π = ∅

Dies impliziert, daß O ein Oval ist. Wenn nämlich Oπ kein Oval ist, ist nach Satz 3 sonst Oπ = g∪h
bzw. Oπ = g ∪ h\g ∩ h für zwei (verschiedene) Geraden g, h in P2(F). Da aber |(g ∪ h) ∩∆π| ≥ 2
ist, ist |Oπ ∩∆π| ≥ 1, Widerspruch.

Es sei nun Q(Oπ) ∈ GL3(F) die symmetrische Matrix, die den Kegelschnitt Oπ repräsentiert. We-
gen V π ⊂ Gπ

O und Sπ ∈ Gπ
O ergibt der Ansatz (A−1)tQ(Oπ)A−1 ≡ Q(Oπ) für alle Repräsentanten

A ∈ GL3(F) von V π o 〈Sπ〉, daß

Q(Oπ) =

 1 0 0
0 d 0
0 0 1


ist für ein d ∈ F∗. Wegen Oπ ∩∆π = ∅ folgt weiter, daß −1 keine Quadratzahl ist in F (also ist −1
auch keine Quadratzahl in K) und daß d Quadratzahl ist. Da Oπ die Punkte (1 : ±1 : ±1) ∈ P2(F)
enthält, folgt d = −2, also

Oπ =
{
(w : x : y) ∈ P2(F) : w2 − 2x2 + y2 = 0

}
.

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn q 6≡ 1(mod 4) ist für F = GF (q) = GF (pn) und wenn 2 6∈ F2

ist.
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B1

B2

K(1) K(−1)

Abbildung 1.7: T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe für F = GF (3), zusammengesetzt aus
Stücken zweier Kegelschnitte einer Sekantenschar.

(4b) Für F = GF (3) definiere

B1 := K(1) ∩
(
(1 : 1 : 1)π−1 ∪ (1 : −1 : 1)π−1

)
,

B2 := K(−1) ∩
(
(1 : 1 : −1)π−1 ∪ (1 : −1 : −1)π−1

)
.

Dann ist O := B1∪B2 ein echtes T-Oval mit transitiver (aber nicht regulärer) Kollineationsgruppe
(vgl. Abb. 1.7).

Es ist Oπ =
{
(w : x : y) ∈ P2(F) : w2 + x2 + y2 = 0

}
= {(1 : σ : τ) ∈ P2(F) : σ, τ ∈ {±1}}. Wei-

ter sei G1 die von

G′1 :=


 1 0 0

0 x 0
0 0 x2

 ∈ GL3(K) : x ∈ E1


induzierte Kollineationsgruppe sowie G := 〈G1, V 〉. Man sieht sofort, daß (1 : 1 : 1)G = O ist,
also ist G ≤ GO und G operiert regulär auf O. Da S ∈ GO ist, ist G eine echte Untergruppe von
GO, also operiert GO nicht regulär auf O. Um zu zeigen, daß O ein Oval ist, genügt es wegen der
Transitivität von G, das Geradenbüschel durch (1 : 1 : 1) zu betrachten.
Es ist T := [1 : −2 : 1] die Tangente durch (1 : 1 : 1) bzgl. K(1). Die Gerade T ist dann auch
Tangente an O, denn Tπ∩O = (1 : 1 : 1) und |T ∩O∩ (1 : 1 : 1)π−1 | = 1. Für alle anderen Geraden
g 6= [1 : −2 : 1] in P2(K), die den Punkt (1 : 1 : 1) enthalten, gilt |g ∩ O| = 2:

Falls gπ = Tπ ist und g 6= T , schneidet g den Kegelschnitt K(1) innerhalb (1 : 1 : 1)π−1
genau

zweimal (vgl. Bem. 4(2)). Wegen gπ ∩ Oπ = (1 : 1 : 1) gilt also |O ∩ g| = 2.
Falls gπ mit (0 : 0 : 1) inzidiert, schneidet gπ den Kegelschnitt Oπ genau in den Punkten (1 : 1 : 1)
und (1 : 1 : −1). Andererseits schneidet g den Kegelschnitt K(1) in (1 : 1 : 1)π−1

genau einmal, da
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gπ 6= Tπ ist (vgl. Bem. 4 (2)). Da das Bild der Tangente durch (1 : 1 : −1) ∈ K(−1) bzgl. K(−1)
verschieden von gπ ist, schneidet g den Kegelschnitt K(−1) in (1 : 1 : −1)π−1

auch genau einmal.
Also ist |g ∩ O| = 2.
Falls gπ mit (0 : 1 : 0) inzidiert, argumentiert man ähnlich.
Falls gπ weder mit (0 : 1 : 0) noch mit (0 : 0 : 1) inzidiert und gπ 6= Tπ ist, ist gπ =
[0 : −1 : 1] und |g ∩ B1| = 1. Da gπ verschieden ist von [−1 : 1 : 1] (das ist die Tangen-
te an Oπ im Punkt (1 : −1 : −1)), gilt auch |g ∩ B2| = 1, also ergibt sich insgesamt wegen
g ∩ O ⊆(1 : 1 : 1)π−1∪(1 : −1 : −1)π−1

, daß |g ∩ O| = 2 ist für (1 : 1 : 1) ∈ g, g 6= T .

Das Oval O ist stetig differenzierbar, denn jedes Paar von Punktfolgen (Pi, Qi)i∈N mit Pi 6= Qi

für jedes i ∈ N sowie Pi → (1 : 1 : 1), Qi → (1 : 1 : 1) ist oBdA. in (1 : 1 : 1)π−1
enthalten und

gi := Pi ∨Qi strebt gegen die Tangente durch (1 : 1 : 1) bzgl. K(1), da für Kegelschnitte in P2(K)
die differentialgeometrischen Tangenten mit den algebraischen Tangenten übereinstimmen.

(4c) Für F 6= GF (3) wird jetzt ein Widerspruch hergeleitet.

Da für F ∈ {GF (5), GF (7)} entweder −1 oder 2 Quadratzahl ist, enthält Oπ mindestens 10 Punkte.
Denn weil Oπ nach (4a) ein Oval ist, gilt |Oπ| = |F| + 1. Da Gπ

O ≤ GOπ ist (GOπ ist der scharf
dreifach transitive Stabilisator des Kegelschnittes Oπ in der PGL3(F), vgl. auch S. 30), und Gπ

O
das Dreieck ∆π festläßt, rechnen wir: 1 0 0

0 b 0
0 0 c

 1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 1 0 0
0 b 0
0 0 c

 =

 1 0 0
0 −2b2 0
0 0 c2

 (b, c ∈ F∗)

 0 0 c

0 b 0
1 0 0

 1 0 0
0 −2 0
0 0 1

 0 0 1
0 b 0
c 0 0

 =

 c2 0 0
0 −2b2 0
0 0 1

 (b, c ∈ F∗)

Es folgt in beiden Fällen b, c ∈ {±1}, falls die angesetzten Matrizen Kollineationen aus Gπ
O re-

präsentieren. Also ist Gπ
O = (V o 〈S〉)π und |(1 : 1 : 1)Gπ

O | = 4. Da Gπ
O transitiv auf Oπ operieren

muß, wenn GO transitiv auf O wirkt, ist das ein Widerspruch zu |Oπ| ≥ 10.

(5) Nun wird der Fall, daß Gπ
O kein Element aus (V o 〈S〉)π\V π enthält und daß F 6= GF (3) ist,

zum Widerspruch geführt.

Angenommen, Gπ
O enthält kein Element aus (V o 〈S〉)π\V π und F 6= GF (3).

(5a) Es ist Gπ
O wohldefiniert:

Angenommen, es existiert ein γ ∈ GO, so daß γπ nicht definiert ist. Wegen (3) ist dann γ ∈
GO\GO• , es existiert also (vgl. (1)) ein x ∈ K∗\E und ein σ ∈ {±1}, so daß

Ax :=

 0 0 1
0 x 0
σx2 0 0


die Kollineation γ induziert. Ist |x|u > 1 (bzw. |x|u < 1), so enthält O den Punkt (1 : 1 : 1)γ =
= (1 : x : σx2), also Oπ den Punkt (0 : 0 : 1) (bzw. (1 : 0 : 0)). Wegen (1 : ±1 : ±1) ∈ Oπ und
Satz 3 ist dann Oπ = [1 : −1 : 0] ∪ [1 : 1 : 0] (bzw. Oπ = [0 : −1 : 1] ∪ [0 : 1 : 1]). Die Tangente
T an O in (1 : 1 : 1) ist gleich der Tangente an K(1) in (1 : 1 : 1), also T = [1 : −2 : 1]. Es muß
aber Tπ eine der Geraden sein, aus denen Oπ besteht, denn (1 : 1 : 1) ist nicht der Schnittpunkt
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der entsprechenden Geraden (vgl. Bem. 4 (3)). Widerspruch.
Also ist |x|u = 1 und deshalb Gπ

O wohldefiniert.

(5b) Analog wie in (4) erhält man, daß Oπ ein Kegelschnitt in P2(F) ist mit Matrix Q(Oπ),

Q(Oπ) =

 b 0 0
0 c 0
0 0 1

 .

Ebenso hat man Oπ∩∆π = ∅. Wie in (4c) rechnet man nach, daß für jede von einer Diagonalmatrix
D ∈ GL3(F) induzierte Kollineation γD ∈ PGL3(F) gilt:

γD ∈ GOπ =⇒ γD ∈ V π

Wenn also γ ∈ GO• ist, ist γπ = γD ∈ V π für eine Diagonalmatrix D ∈ GL3(F), denn es ist
Gπ
O ≤ GOπ . Das heißt, Gπ

O• = V π.
Ist GO = GO• , so folgt F = GF (3), denn |Oπ| = |(1 : 1 : 1)Gπ

O | = |Gπ
O| = 4. Ein Widerspruch

zur Annahme. Ist GO 6= GO• , so existiert ein J ∈ GO\GO• und für jedes solche J gilt GO =
GO• ∪GO•J . Es werde J ∈ GO\GO• von

AJ =

 0 0 1
0 x 0
σx2 0 0

 , x ∈ K∗, σ ∈ {±1}

induziert. Wegen (5a) ist x ∈ E. Es sei xπ = z ∈ F∗. Da laut Annahme Gπ
O kein Element aus

(V o 〈S〉)π\V π enthält, ist z 6= ±1. Der Ansatz 0 0 σz2

0 z 0
1 0 0

 b 0 0
0 c 0
0 0 1

 0 0 1
0 z 0
σz2 0 0

 ≡

 z4

b 0 0
0 cz2

b 0
0 0 1


zusammen mit der Bedingung (1 : 1 : 1) ∈ Oπ liefert z2 = b, c = −1− b. Es ist also

Oπ ⊇
{
(1 : ±1 : ±1), (1 : ±z : ±z2)

}
, z 6= ±1

und wegen V π ≤ Gπ
O enthält Gπ

O die Involution I(z), induziert von

I ′(z) =

 0 0 1
0 z 0
z2 0 0

 .

Weil [GO : GO• ] = 2 ist, ist auch [Gπ
O : Gπ

O• ] = 2. Außerdem hat man

Gπ
O = 〈V π, I(z)〉, |Gπ

O| = 8.

Weil Gπ
O transitiv auf Oπ operiert, wenn GO transitiv auf O wirkt, folgt |Oπ| = 8, also F = GF (7).

Der Kegelschnitt Oπ ist dann die Nullstellenmenge der Gleichung z2w2 − (1 + z2)x2 + y2 = 0. Die
Tangente Tz an Oπ im Punkt (1 : 1 : 1) ist gegeben durch Tz = [z2 : −(1 + z2) : 1]. Wegen
Bemerkung 4 muß gelten Tz = [1 : −2 : 1]π, also z2 = 1, Widerspruch. �

HILFSSATZ 13 (Echtes T-Oval mit transitiver Gruppe, das aus Stücken zweier Kegelschnitte
einer Tangentenschar besteht) Es sei K ein lokaler Körper der Charakteristik 6= 2 mit Restklas-
senkörper F = GF (pn), so daß 4|(pn − 1). Es sei K0 =

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2

}
und
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Abbildung 1.8: Zusammengesetztes Oval mit transitiver Kollineationsgruppe.

K1 =
{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2 + t−1ew2

}
für ein e ∈ E und einen Erzeuger t des maxima-

len Ideals M des Bewertungsringes A von K.
Es sei B0 = K0 ∩ {(1 : x : y) ∈ P2(K) : x, y ∈ A} und B1 = K1 ∩ {(1 : x : y) ∈ P2(K) : x ∈ A}.
Dann gilt:

Die Menge O := B0 ∪ B1 ist ein echtes T-Oval mit einer (nicht regulären) transitiven Kollineati-
onsgruppe GO.

Beweis: In der Abbildung 1.8 ist ist so ein Oval O gezeichnet.

(1) Es sei MO die von folgender Menge M ′
O ⊂ GL3(K) induzierte Kollineationsgruppe:

M ′
O =


 1 0 0
c 1 0
c2 2c 1

 : c ∈ A
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Außerdem sei J die von der Matrix

J ′ =

 1 0 0
0 i 0

t−1e 0 −1


induzierte Kollineation. Dabei ist i2 = −1. Es ist J2 = I die Involution mit Achse [0 : 1 : 0] und
Zentrum (0 : 1 : 0), also J4 = id.
Wir setzen nun G := 〈MO, J〉. Es gilt (1 : 1 : 1)G = O:

(1 : 0 : 0)G = (1 : 0 : 0)MO ∪ (1 : 0 : 0)MOJ ∪ (1 : 0 : 0)MOI ∪ (1 : 0 : 0)MOJ3

=
{
(1 : c : c2) ∈ P2(K) : c ∈ A

}
∪
{
(1 : c : c2 + t−1e) ∈ P2(K) : c ∈ A

}
,

(1 : 0 : 0)MO = (1 : 0 : 0)MOI ,

(1 : 0 : 0)MOJ = (1 : 0 : 0)MOJ3
.

Andererseits ist B0 =
{
(1 : x : y) ∈ P2(K) : x, y ∈ A, y = x2

}
=
{
(1 : x : x2) ∈ P2(K) : x ∈ A

}
=

(1 : 0 : 0)MO sowie B1 =
{
(1 : x : y) ∈ P2(K) : x ∈ A, y = x2 + t−1e

}
=
{
(1 : x : x2 + t−1e) ∈ P2(K) : x ∈ A

}
= (1 : 0 : 0)MOJ , also (1 : 0 : 0)G = O.

Wegen (1 : 0 : 0)MO = (1 : 0 : 0)MOI ist G nicht scharf einfach transitiv.

(2) Für jede Gerade g in P2(K) gilt |g ∩ O| ≤ 2:

Wenn auf einer Geraden g ein Punkt P von O liegt, kann man wegen der Transitivität von G

oBdA. P = (1 : 0 : 0) annehmen. Da K0 ein Kegelschnitt ist, ist |g ∩K0| ∈ {1, 2}. Ist gπ Tangente
an Kπ

0 in Pπ, so ist gπ = [0 : 0 : 1]. Da dann gπ ∩Bπ
1 = ∅ ist, ist |g ∩ O| ≤ 2. Ist gπ = [0 : −m : 1]

für ein m ∈ F∗, so ist gπ ∩ Bπ
1 = ∅, also auch hier |g ∩ O| ≤ 2. Ist g = [0 : −m : 1] mit m ∈ K\A,

so ist gπ = [0 : 1 : 0]. Da offensichtlich |g ∩B0| = 1 ist, müssen wir zeigen, daß |g ∩B1| ≤ 1 gilt.

g ∩B1 =
{
(1 : x : x2 + t−1e) ∈ P2(K) : x2 −mx+ t−1e = 0, x ∈ A

}
Es sei nun m = t−jem für ein j ∈ N und ein em ∈ E. Betrachte das Polynom f̃(x) = x2 −
mx + t−1e = x2 − t−jemx + t−1e ∈ K[x]. Die Nullstellen von f̃ stimmen mit den Nullstellen
von f(x) := tjx2 − emx + tj−1e ∈ A[x] überein. Das Polynom f hat eine Nullstelle in A, denn
fπ(x) = −eπ

mx + (tj−1e)π hat eine einfache Nullstelle in F (Lemma von Hensel, Seite 20). Wenn
r ∈ A diese Nullstelle von f ist, zerfällt f über K zu f(x) = tj(x − r)(x − r′) für ein r′ ∈ K, also
f(x) = tjx2 − x(tj(r + r′)) + tjrr′. Für r′ ∈ A erhält man dann tj(r + r′) = em, ein Widerspruch.
Also ist |g ∩B1| = 1 und |g ∩ O| = 2.
Ist g = [0 : 1 : 0], so ist |g ∩ O| = |{(1 : 0 : 0), (1 : 0 : t−1e)}| = 2.

(3) Jeder Punkt P ∈ O besitzt eine eindeutige Tangente TP :

Es sei für (1 : x : x2) = P ∈ O ∩ K0 die Gerade TP gleich der Tangente durch P bzgl. des
Kegelschnittes K0, also TP = [x2 : −2x : 1]. Analog sei für (1 : x : x2 + t−1e) = P ∈ O ∩K1 die
Gerade TP gleich der Tangente durch P bzgl. des Kegelschnittes K1, also TP = [x2−t−1e : −2x : 1].
Ist P ∈ O ∩K0, so kann man wegen der Transitivität von GO wieder P = (1 : 0 : 0) annehmen.
Es ist dann TP = [0 : 0 : 1]. Da Tπ

P ∩Bπ
1 = ∅ ist und |TP ∩K0| = 1, ist |TP ∩ O| = 1. Wenn nun g

eine Gerade durch P ist mit g 6= [0 : 0 : 1], so ist |g ∩ O| = 2:

Für gπ = [0 : 1 : 0] wurde in (2) gezeigt, daß |g ∩ O| = 2 ist. Für gπ 6= [0 : 1 : 0] ist g ∩ B1 = ∅.
Außerdem ist |g ∩ (B0\(1 : 0 : 0))| = 1, denn einerseits ist |g ∩ (K0\(1 : 0 : 0))| = 1 für jede Gerade
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g 6= [0 : 0 : 1] mit (1 : 0 : 0) ∈ g, andererseits ist g ∩ (K0\(1 : 0 : 0)) ∈ (1 : A : A) für jede Gerade
g 6= [0 : 0 : 1] mit (1 : 0 : 0) ∈ g und gπ 6= [0 : 1 : 0]. Also ist g ∩ (K0\(1 : 0 : 0)) ⊂ B0.

Ist P ∈ O ∩ K1, so ist P = (1 : x : x2 + t−1e) für ein x ∈ A. Die Kollineation γ ∈ GO, die von
Aγ ∈ GL3(K) mit

Aγ =

 1 0 0
x i 0

x2 + t−1e 2ix −1


induziert wird, trägt den Punkt (1 : 0 : 0) auf den Punkt P = (1 : x : x2 + t−1e). Die Matrix
(A−1

γ )t bildet den Vektor (0, 0, 1) auf (−x2 + t−1e, 2x,−1) ab, also ist T γ
(1:0:0) = [0 : 0 : 1]γ =

[x2 − t−1e : −2x : 1] bzw. T γ
(1:0:0) = T(1:0:0)γ . Da KJ

0 = K1 ist und K
〈MO,I〉
0 = K0, ist eigentlich

auch ohne diese explizite Rechnung klar, daß die K0-Tangenten auf die K1-Tangenten abgebildet
werden, wenn Kγ

0 = K1 ist. Also hat jeder Punkt P ∈ O eine eindeutige Tangente, nämlich die
Tangente in P bzgl. des Kegelschnitts, auf dem der Punkt liegt.

(4) Das Oval O ist stetig differenzierbar, da Kegelschnitte stetig differenzierbar sind und da B1

und B0 bzgl. der Spurtopologie von K1 bzw. K0 offene Mengen sind.
Zum Schluß kann man noch nachrechnen, daß G gleich GO ist. �

HILFSSATZ 14 (Ovale und Kegelschnitte einer Tangentenschar) Es sei K ein lokaler Körper
und F der Restklassenkörper von K mit charF = p 6= 2. Dann gilt:

Genau dann existiert ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens
zwei Kegelschnitte einer Tangentenschar beteiligt sind, wenn gilt:

4
∣∣(|F| − 1)

Beweis:

(1) Wir nehmen an, daß O ⊂ P2(K) ein echtes T-Oval ist, dessen Kollineationsgruppe GO tran-
sitiv auf O operiert und an dem mindestens zwei Kegelschnitte einer Tangentenschar beteiligt sind.

(1a) Es sei K = {K(a) : a ∈ K} und K(a) =
{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2 + aw2

}
. Man kann

oBdA. annehmen, daß K(0) an O beteiligt ist und daß (1 : 0 : 0) ein Punkt auf K(0)∩O ist. Es ist
dann NO ≤ N , wobei N die zu K gehörige Buekenhoutgruppe ist (vgl. Satz 22 und dessen Beweis,
Teil (2)), induziert von N ′ ≤ GL3(K):

N ′ =


 1 0 0
c 1 0
c2 2c 1

 ∈ GL3(K) : c ∈ K

o

〈 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

〉

Die Gruppe GO, induziert von G′O ≤ GL3(K), ist dann eine Untergruppe der Kollineationsgruppe
G, die von G′ ≤ GL3(K) induziert wird mit

G′ =


 1 0 0
x e 0
y 2ex e2

 ∈ GL3(K) : e ∈ E0, x, y ∈ K

 .

Zu dieser Gruppe G′ gelangt man, wenn man für γ ∈ GO\NO einen Repräsentanten Aγ ansetzt
unter Verwendung von (0 : 0 : 1)γ = (0 : 0 : 1), [∞]γ = [∞]. Für alle x ∈ K muß dann ein y ∈ K
existieren mit

(A−1
γ )t

x 0 1
0 −2 0
1 0 0

A−1
γ ≡

 y 0 1
0 −2 0
1 0 0

 .
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Anschließend prüft man, daß {K(1)γi

: i ∈ Z} eine endliche Menge ist (vgl. Hilfssatz 5). Man
erhält dann Aγ ∈ G′.

(1b) Da (0 : 0 : 1) Fixpunkt von GO ist, kann keine Ovaltangente durch (0 : 0 : 1) gehen (vgl. Seite
29). Also ist [0 : 1 : 0] Sekante an O. Es existiert demnach ein z ∈ K∗ mit (1 : 0 : z) ∈ O\K(0),
dazu findet sich dann eine Kollineation J ∈ GO\NO mit (1 : 0 : 0)J = (1 : 0 : z), d.h. J wird
induziert von J ′ mit

J ′ =

 1 0 0
0 e 0
z 0 e2

 für eine Einheitswurzel e ∈ E0.

Es ist (1 : 0 : 0)J2
= (1 : 0 : z(1 + e2)) und für e2 6= −1 enthält O drei kollineare Punkte, also muß

−1 Quadratzahl in K sein und

J ′ =

 1 0 0
0 i 0
z 0 −1

 mit i2 = −1.

Es ist dann K(z) an O beteiligt. Außerdem folgt, daß −1 Quadratzahl in F ist und deshalb
4 |(|F| − 1) .

(2) Der Beweis der anderen Richtung wurde durch das Beispiel den letzten Hilfssatzes geleistet.�

HILFSSATZ 15 (Ovale und Kegelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp o(α) = 1)
Es sei K ein lokaler Körper mit dem Restklassenkörper F der Charakteristik p 6= 2. Dann ist
äquivalent:

(A) Es existiert ein echtes T-Oval in P2(K) mit transitiver Kollineationsgruppe GO, an dem zwei
oder mehr Kegelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp o(α) = 1 beteiligt sind.

(B) Der Körper K besitzt eine primitive p-te Einheitswurzel 1 + ε und es ist o(ε) ≥ 2.

Beweis: In (1) bis (5) nehmen wir an, daß O ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe GO
ist, an dem mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp
o(α) = 1 beteiligt sind. In (6) zeigen wir die Gegenrichtung.

(1) Es sei die Passantenschar, der die Kegelschnitte entstammen, oBdA. gleich

Kα =
{
K(r) : r ∈ (K2 − 1

α
K2)\{0}

}
, K(r) =

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : y2 =

1
α
x2 + rw2

}
.

Wir können annehmen, daß O den Punkt (1 : 0 : 1) ∈ K(1) enthält und auf einer Umgebung
U ⊂ P2(K) von (1 : 0 : 1) mit K(1) übereinstimmt.

Es seien u, v ∈ K nicht beide Null und σ ∈ {±1}. Definiere Aσ(u, v) und A(u, v) ∈ GL3(K) wie
folgt:

Aσ(u, v) :=

 1 0 0
0 u σαv

0 v σu

 , A(u, v) := A1(u, v)

Eine von Aσ(u, v) bzw. A(u, v) induzierte Kollineation werde mit γσ(u, v) bzw. γ(u, v) bezeichnet
und es sei dann δ(γσ(u, v)) := δ(Aσ(u, v)) := u2 − αv2 (vgl. Beweis von Satz 22 (III), Teil (4) auf
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Seite 92f).

(2) Es ist Oπ ⊂ [0 : 1 : 0]\{(0 : 0 : 1) ∪ (1 : 0 : 0)} und die Gruppe GO ist eine Untergruppe der
Gruppe G̃ = Go 〈I〉, die induziert wird von folgender Gruppe G̃′ = G′ o 〈I〉′:

G′ =
{
A(u, v) ∈ GL3(K) : δ(A(u, v)) ∈ E2

0

}
, I ′ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Jede Kollineation γ ∈ GO muß (∗) erfüllen:

(∗) ∀r ∈ (K2 − 1
α

K2)\{0} ∃s ∈ (K2 − 1
α

K2)\{0} mit (K(r))γ = K(s)

Jede Kollineation γ ∈ PGL3(K), die (∗) erfüllt, läßt [∞] und (1 : 0 : 0) fest, denn die zwei allen
Kegelschnitten aus Kα gemeinsamen (nicht K-rationalen) Puntke (0 : ±

√
α : 1) müssen dann unter

γ festbleiben, also auch ihre Verbindungsgerade [∞] sowie deren Pol (1 : 0 : 0). Über den Ansatz 1 0 0
0 u w

0 v x

t−r 0 0
0 − 1

α 0
0 0 1

 1 0 0
0 u w

0 v x

 ≡

−s 0 0
0 − 1

α 0
0 0 1


erhält man, daß die Gruppe Ĝ der Kollineationen, die (∗) erfüllen, induziert wird von Ĝ′ mit

Ĝ′ = {Aσ(u, v) ∈ GL3(K) : (u, v) ∈ K×K\{(0, 0)}} .

Es ist (K(r))γσ(u,v) = K
(

r
δ(γσ(u,v))

)
. Wegen [GO : NO] < ∞ ist deshalb für jedes γ ∈ GO auch

|K(1)〈γ〉| <∞, also gilt {δ(γσ(u, v)) : γσ(u, v) ∈ GO} ⊆ E0. Da die Nichtquadratzahl α ungerade
Ordnung hat, folgt für (u, v) ∈ K × K\{(0, 0)} mit u2 − αv2 ∈ E0, daß o(u) = 0 ist und o(v) ≥ 0
bzw. o(αv2) > 0. Wenn also u2 − αv2 ∈ E0 ist, dann ist auch u2 − αv2 ∈ E2

0. Es folgt GO ≤ G̃.
Insbesondere ist Gπ

O ≤ PGL3(F) wohldefiniert, da Gπ und Iπ wohldefiniert sind.

Da eine Bijektion zwischen G̃ und G̃′ besteht, können wir die Abbildung δ : GO → E2
0 definieren

wie folgt:
Für γ ∈ G̃ existiert genau ein Repräsentant Aσ(u, v) ∈ G̃′. Da dieser Repräsentant eindeutig ist,
setze δ(γ) = u2 − αv2.

Betrachten wir noch das Bild Oπ von O. Wenn K(r) an O beteiligt ist, ist r ∈ E2
0, etwa r = s2.

Dann erfüllt jeder Punkt (1 : x : y) auf K(r) die Gleichung y2 = 1
αx

2 +s2. Da o( 1
αx

2) ungerade ist,
muß o(y) = o(s) = 0 sein und o( 1

αx
2) ≥ 0, also o(x) > 0. Da K(r)∩ [∞] = ∅ ist, liegt also für jeden

Punkt P = (1 : x : y) das Bild Pπ auf der Geraden [0 : 1 : 0], aber nicht auf [∞]. Demnach gilt:
Oπ ⊆ [0 : 1 : 0]\{(0 : 0 : 1)}. Da yπ 6= 0 ist für (1 : x : y) ∈ K(r), r ∈ E2

0, ist O ∩ (1 : M : M) = ∅,
also Oπ ⊆ [0 : 1 : 0]\{(0 : 0 : 1), (1 : 0 : 0)}.

(3) Es gilt:

(a) (1 : 0 : −1) ∈ O

(b) GO ≤ G

(c) ∃h ∈ E2
0 mit GO/NO ∼= 〈h〉 bzw. ∃γh ∈ GO mit δ(γh) = h ∈ E2

0, GO = 〈NO, γh〉

(d) GO enthält genau eine Involution.
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(3a) Betrachte die Gerade (1 : 0 : 1) ∨ (1 : 0 : 0) = [0 : 1 : 0]. Da (1 : 0 : 0) Fixpunkt von
G′ (also Fixpunkt von GO) ist, kann [0 : 1 : 0] keine Tangente an O sein (vgl. Seite 29). Also
existiert ein Punkt (1 : 0 : y) ∈ [0 : 1 : 0] ∩ O mit y ∈ K\{0, 1}. Da laut Annahme GO transitiv
ist, existiert eine Kollineation γy ∈ GO mit (1 : 0 : 1)γy = (1 : 0 : y). Setzt man einen Repräsen-
tanten Aσ(u, v) ∈ G′ für γy an, so kann man nachrechnen, daß σu = y = −1 sein muß, weil sonst
|(1 : 0 : 1)〈γy〉 ∩ [0 : 1 : 0]| ≥ 3 wäre.

(3b) Es sei γσ(u, v) ∈ GO\NO und δ(γσ(u, v)) = u2 − αv2 = η2 ∈ E2
0\{1}. Es muß σ = 1 sein:

Angenommen, σ = −1. Betrachte γ′ := (γ−1(u, v))2, induziert von

Aγ′ =

 1 0 0
0 η2 0
0 0 η2

 .

Wegen [0 : 1 : 0] ∩ O = {(1 : 0 : 1), (1 : 0 : −1)} und NO 6= GO ist dann η2 = −1. Daraus
folgt, daß i2 = −1 Quadratzahl in K bzw. F ist. Dann ist Oπ = {(1 : 0 : ±1), (1 : 0 : ±i)}
und O ⊂ K(1) ∪ K(−1). Denn wenn noch ein dritter Kegelschnitt K(ξ2) mit ξ2 6∈ {±1} an O
beteiligt wäre, gäbe es ein γσ(a, b) ∈ GO\NO mit δ(γσ(a, b) = a2−αb2 = ξ2, ξ2 6= ±1. Eben wurde
gezeigt, daß für γσ(a, b) = γ−1(a, b) die Einheitswurzel ξ2 gleich −1 sein müßte, ein Widerspruch
zu K(1)γσ(a,b) 6∈ {K(1),K(−1)}. Also ist γσ(a, b) = γ(a, b). Dann ist aber β := γ(a, b)γ−1(u, v) =
γ−1(au+αbv, av+bu) und δ(β) = ξ2 ·(−1) = −ξ2 6= ±1, im Widerspruch zu β 6∈ G (man betrachte
β2). Also ist Oπ = {(1 : 0 : ±1), (1 : 0 : ±i)} und die Menge der an O beteiligten Kegelschnitte ist
{K(1),K(−1)}. Das kann aber nicht sein:
Es ist O∩ (1 : 0 : 1)π−1

= K(1)∩ (1 : 0 : 1)π−1
. Denn wenn es einen Punkt P ∈ K(1)∩ (1 : 0 : 1)π−1

gäbe mit P 6∈ O, dann wäre |((1 : 0 : 1) ∨ P ) ∩ O| = 1, da ((1 : 0 : 1) ∨ P )π 6= [0 : 1 : 0] ist, also
((1 : 0 : 1)∨P )∩O ⊆ (1 : 0 : 1)π−1

. Da aber auch |[−1 : 0 : 1]∩O| = 1 ist ([−1 : 0 : 1] ist Tangente
an K(1) im Punkt (1 : 0 : 1)), ist das ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Tangente an O im
Punkt (1 : 0 : 1).
Da die Kollineation γy, die den Punkt (1 : 0 : 1) auf (1 : 0 : −1) trägt, ein wohldefiniertes
Bild γπ

y ∈ PGL3(F) hat, folgt K(1) ⊆ O. Dann ist aber K(1) = O, also O kein echtes T-Oval.
Widerspruch. Es folgt also:

γ ∈ GO\NO =⇒ γ ∈ G

Nun zeigen wir noch: γ ∈ NO =⇒ γ ∈ G (und damit GO ≤ G).

Angenommen, es existiert ein γ ∈ GO mit γ ∈ NO ∩ GI. In diesem Fall wähle man eine be-
liebige Kollineation γ(u, v) ∈ GO\NO und betrachte γ′ := γ(u, v) ◦ γ ∈ GO\NO. Es ist dann
γ′ ∈ G ·GI = GI, also γ′ 6∈ G, im Widerspruch zu GO\NO ⊆ G.

(3c) Es ist δ :

{
GO −→ E2

0

γ 7−→ δ(γ)

}
ein Gruppenhomomorphismus mit Kern NO, d.h. δ(GO) ∼=

GO/NO. Demnach ist GO/NO isomorph zu einer zyklischen Untergruppe von E2
0, es existiert also

ein γh ∈ GO mit GO = 〈NO, γh〉. Wenn γh von Ah ∈ G′ mit

Ah =

 1 0 0
0 u0 αu0

0 v0 u0

 , u2
0 − αv2

0 = h ∈ E2
0

induziert wird, ist δ(GO) = 〈h〉 und GO/NO ∼= 〈h〉 ≤ E2
0.
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(3d) Wegen GO ≤ G und (1 : 0 : −1) ∈ O folgt, daß die Involution J , induziert durch J ′ mit

J ′ =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


in GO enthalten ist (vgl. (3a)). Es gibt außerdem keine andere Involution in GO, wie man leicht
mit Hilfe von (3b) nachrechnet.

(4) Es gilt: 〈h〉 enthält ein Element von p-Potenzordnung, d.h. (E0 ∩ E1) \{1} 6= ∅.
Bekanntlich ist E0 = GK×µF, wobei µF die Menge der (pr−1)-ten Einheitswurzeln in K bezeichnet,
wenn F = GF (pr) ist. Der Faktor GK ist – abgesehen von 1 – gleich der Menge der Einheitswurzeln,
die p-Potenzordnung haben, das sind genau die Einheitswurzeln, die gleichzeitig Einseinheiten sind:

GK = E0 ∩ E1

Angenommen, 〈h〉 ≤ µF.
Dann gilt O ∩ (1 : 0 : 1)π−1

= K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1
. Man argumentiere nun wie in (3b). Als

Konsequenz ergibt sich O = K(1). Wenn also E0 = µF ist, ist O kein echtes T-Oval mit transitiver
Gruppe.
Gestattet P2(K) ein echtes T-Oval mit transitiver Gruppe, an dem Kegelschnitte der Schar Kα

mit o(α) = 1 beteiligt sind, so ist charK = 0 und K oBdA. ein echter Oberkörper von Qp. Genau-
er: [K : Qp] = vK · r, F = GF (pr), p − 1|vK (vgl. Hilfssatz 2). Außerdem ist jede primitive p-te
Einheitswurzel von der Form 1 + ε = 1 + tjeε für eine Einheit eε ∈ E und j = vK

p−1 .

(5) Ist j = 1, so ist O = K(1), also O kein echtes T-Oval.

Dem Hilfssatz 2 entnimmt man, daß im Fall j = 1 für jedes Element 1 + ε ∈ GK\{1} gilt: o(ε) = 1.

Betrachten wir statt O das Oval O′ := Oβ , wobei β ∈ PGL3(K) induziert werde von B ∈ GL3(K)
mit

B =

 1 0 0
0 t−1 0

−t−1 0 t−1

 .

Für r ∈ (K2− 1
αK2)\{0} wird der Kegelschnitt (K(r))β dann repräsentiert von der Matrix (Q(r))β

mit

(Q(r))β =

 1−r
t 0 1
0 − 1

a 0
1 0 t

 , α = at, a ∈ E.

Für jedes 1 + ε = 1 + teε ∈ (E0 ∩ E1)\{1} ist dann

(Q(1 + ε))β =

−eε 0 1
0 − 1

a 0
1 0 t

 ,

also ((K(1 + ε))β)π = {(1 : x : 1
2aπ x

2 + eπ
ε ) ∈ P2(F) : x ∈ F} ∪ {(0 : 0 : 1)}. Der Kegelschnitt

(K(1))β hat die Matrix

(Q(1))β =

 0 0 1
0 − 1

a 0
1 0 t
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und sein Bild ist gleich {(1 : x : 1
2aπ x

2) ∈ P2(F) : x ∈ F} ∪ {(0 : 0 : 1)}. Weiter gilt:

⊗


β((1 : 0 : 1)π−1
) = (1 : A : A) ⇒ (P ∈ (1 : A : A) ∩ O′ ⇒ ∃ (1 + ε) ∈ GK mit

P ∈ (K(1 + ε))β ) (P ein projektiver Punkt)

β((1 : 0 : 1)) = (1 : 0 : 0) ⇒ (1 : 0 : 0) ∈ O′ ∩ (K(1))β , (1 : 0 : 0) ∈ (O′)π

β((1 : 0 : F\{1})π−1
) ⊆ (0 : 0 : 1)π−1 ⇒ (0 : 0 : 1) ∈ (O′)π, [∞] ∩ (O′)π = {(0 : 0 : 1)}

Wir zeigen nun zuerst, daß (O′)π ein Oval sein muß und führen dies dann zum Widerspruch.

Wähle eine Gerade g in P2(K) aus, die den Punkt (1 : 0 : 0) enthält und deren Bild gπ verschieden
von [0 : 1 : 0] und [0 : 0 : 1] ist. Wegen gπ 6∈ {[0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1]} und weiter wegen (K(1)β)π =
= {(1 : x : 1

2aπ x
2) ∈ P2(F) : x ∈ F} ∪ {(0 : 0 : 1)} folgt, daß g den Kegelschnitt (K(1))β in

(1 : 0 : 0)π−1
genau einmal schneidet (vgl. Bem. 4). Ferner ist (1 : 0 : 0) 6∈ (K(1 + ε))π◦β für alle

1 + ε ∈ GK\{1} und die Tangente bzgl. O′ in (1 : 0 : 0) ist von g verschieden.
Es folgt, daß g das Oval O′ in (1 : 0 : 0)π−1

genau einmal schneidet, also muß ein Punkt P ∈ O′

existieren mit P ∈ g, Pπ 6∈ {(w : x : y) ∈ P2(F) : wxy = 0}, insbesondere hat man sogar
Pπ ∈ (1 : A : A)\(1 : M : A). Dann enthält (O′)π drei nichtkollineare Punkte und ist deshalb
nicht in einer Geraden enthalten. Der Fall, daß (O′)π gleich der Vereinigung zweier verschiedener
Geraden g, h in P2(F) ist (eventuell ohne Schnittpunkt), kann auch nicht eintreten:
Falls (O′)π = g ∪ h ist für zwei Geraden g, h in P2(F), muß wegen (O′)π ∩ [∞] = (0 : 0 : 1) (vgl.⊗

) gelten:
g ∩ h = (0 : 0 : 1), g, h 6= [∞]

Dann ist aber (1 : 0 : 0) ein regulärer Punkt von (O′)π und es gilt (vgl. Bem. 4(3) und 4(4)), daß
die Tangente T an O in (1 : 0 : 0) das Bild Tπ = [0 : 1 : 0] hat. Diese Tangente T ist aber gleich der
algebraischen Tangente Ta an (K(1))β im Punkt (1 : 0 : 0) und es ist Ta = [0 : 0 : 1]. Widerspruch.

Falls (O′)π = g ∪ h\g ∩ h ist für zwei Geraden g, h in P2(F), muß – wieder wegen (O′)π ∩ [∞] =
(0 : 0 : 1) – gelten:

S = g ∩ h 6= (0 : 0 : 1), g, h 6= [∞]

Für S ∈ [∞] ist dann g oder h gleich S ∨ (0 : 0 : 1) = [∞], was nicht sein kann. Für S 6∈ [∞] ist
|(g ∪ h) ∩ [∞]| = 2, aber |(O′)π ∩ [∞]| = 1, was ebenfalls nicht sein kann. Also folgt (vgl. Satz 3):

K := (O′)π ist ein Oval in P2(F).

Die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) sind in K enthalten. Andererseits ist jeder dieser zwei
Punkte das Bild eines Punktes auf O′ ∩ K(1)β , nämlich (1 : 0 : 0) = ((1 : 0 : 1)β)π sowie
(0 : 0 : 1) = ((1 : 0 : −1)β)π. Es sei T1 die Tangente in (1 : 0 : 1) an K(1) und T2 die Tangente
in (1 : 0 : −1) an K(1). Es ist (T β

1 )π = [0 : 0 : 1] und (T β
2 )π = [∞]. Bemerkung 4(2) besagt nun,

daß die Tangente an K im Punkt (1 : 0 : 0) gleich (T β
1 )π sein muß und daß die Tangente an K im

Punkt (0 : 0 : 1) gleich (T β
2 )π sein muß. Also wird K beschrieben durch eine Matrix Q ∈ GL3(F)

mit

Q =

 0 0 1
0 z 0
1 0 0

 , z ∈ F∗.

Hätte Q nicht diese Gestalt, so widerspräche das den Gleichungen 0
0
1

 = Q

 1
0
0

 ,

 1
0
0

 = Q

 0
0
1

 , Q = Qt.
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Es ist O′ ∩ (1 : A : A) 6= (K(1)β) ∩ (1 : A : A), sonst wäre nämlich O = K(1) (vgl. (3b) und
⊗

).
Es ist aber auch (K(1 + ε))β ∩ (1 : 0 : 0)π−1

= ∅ ∀ 1 + ε ∈ GK\{1} und weiter O′ ∩ (1 : A : A) ⊆
{(K(1+ ε))β : 1+ ε ∈ GK} (vgl.

⊗
). Deshalb existiert ein 1+ teε = 1+ ε ∈ GK\{1} und ein Punkt

P ∈ (K(1 + ε))β mit P ∈ (1 : E : E) und P ∈ O′. Wenn nun P = (1 : x : y) ist für zwei Einheiten
x, y ∈ K, dann ist die Tangente TP π durch Pπ an K wegen Bemerkung 4 einerseits gegeben durch 0 0 1

0 z 0
1 0 0

 1
xπ

yπ

 =

 yπ

zxπ

1

 ⇒ TP π = [yπ : zxπ : 1],

andererseits durch−eπ
ε 0 1

0 − 1
aπ 0

1 0 0

 1
xπ

yπ

 =

−eπ
ε + yπ

− 1
aπ x

π

1

 ⇒ TP π = [−eπ
ε + yπ : − 1

aπ
xπ : 1].

Wegen eπ
ε 6= 0 ein Widerspruch.

(6) Ist j ≥ 2, so existiert in P2(K) ein echtes T-Oval mit regulärer Kollineationsgruppe GO, an
dem Kegelschnitte der Schar Kα beteiligt sind.

(6a) Es sei h := 1 + ε ∈ GK\{1} eine primitive p-te Einheitswurzel, also 1 + ε = 1 + tjeε für eine
Einheit eε. Für i ∈ {0, . . . , p−1} sei weiter 1+tjeεi

:= 1+εi := (1+ε)i, für i ∈ {1, . . . , p−1} ist dann
eπ
εi

= (ieε)π (vgl. Hilfssatz 2). Es war außerdem [K : Qp] = vK ·r, F = GF (pr), j = vK
p−1 ∈ N, j ≥ 2.

Betrachte nun für i ∈ {0, 1} die Gruppen Gi ≤ G sowie Mi ≤ G, induziert durch M ′
i bzw. G′i mit

M ′
i = {A(u, v) ∈ G′ : δ(A(u, v)) = 1, uπ = 1, o(v) = i} ,

G′i = {A(u, v) ∈ G′ : δ(A(u, v)) ∈ 〈h〉, uπ = 1, o(v) = i} .

Außerdem sei γh ∈ G0\M0 gegeben durch eine Matrix Ah mit

Ah =

 1 0 0
0 u0 atv0
0 v0 u0

 , h = u2
0 − αv2

0 , o(v0) = 0, uπ
0 = 1, α = at, a ∈ E.

So ein Ah existiert für jedes v0 ∈ E, denn setzt man u0 = 1 + tx0 für eine Einheit x0, so hat
die Gleichung h = 1 + tjeε = 1 + 2tx0 + t2x2

0 − atv2
0 eine Lösung x0 ∈ E genau dann, wenn

x0 = tj−1 eε

2 − t
x2
0
2 + a

2v
2
0 eine Lösung x0 ∈ E hat. Weil j ≥ 2 ist, sichert das Lemma von Hensel

die Existenz so einer Lösung. Für sie gilt dann xπ
0 = (a

2v
2
0)π.

Wir betrachten nun Gruppen M,N,H,U ≤ PGL3(K) wie folgt:

Für r = 1, also F = GF (p), setze M = M1,H = 〈M,γh〉, N = 〈M,J〉 sowie U = 〈N, γh〉 =
〈H,J〉 = 〈M,γh, J〉. Dabei ist J die Involution aus (3d).
Für r > 1, also F = GF (pr), ergänze man vπ

0 := b0 ∈ F∗ zu einer Basis B des GF (p)-Vektorraumes
F, etwa B = {b0, . . . , br−1}. Anschließend wähle man für b1, . . . , br−1 jeweils ein Urbild v1, . . . , vr−1

aus E aus, also (vπ
0 , . . . , v

π
r−1) = (b0, . . . , br−1) = B. Jetzt wähle für jedes i ∈ {1, . . . , r − 1} eine

Kollineation γi := γ(ui, vi) ∈M0 aus, repräsentiert von Ai := A(ui, vi) mit

Ai =

 1 0 0
0 ui αvi

0 vi ui

 , u2
i − αv2

i = 1, uπ = 1.

So ein Ai existiert für jedes i ∈ {1, . . . , r − 1} (Argumentation wie bei Ah =: A0).
Es sei nun M := 〈M1, γ1, . . . , γr−1〉,H = 〈M,γh〉, N = 〈M,J〉 sowie U = 〈N, γh〉 = 〈H,J〉 =
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〈M,γh, J〉.

(6b) Wir zeigen nun, daß (sowohl für r = 1 als auch für r > 1) die Menge (1 : 0 : 1)U ein stetig
differenzierbares Oval ist.

Setze (1 : 0 : 1)U =: O′. Es ist [U : N ] = [H : M ] = p und es ist O′ ⊆ {K(hi) : i = 1, . . . , p},
genauer:

K(1) ∩ O′ ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= (1 : 0 : 1)M

K(hi) ∩ O′ ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= ((1 : 0 : 1)M )γi

h (i = 1, . . . , p− 1).

Wenden wir auf die Gruppen M,N,H und U sowie auf O′ die Kollineation β aus (5) an, so hat
man: (

K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1
)β

=
{
(1 : x : y) ∈ P2(K) : x ∈ A, y = 1

2ax
2 − t

2y
2
}

(
K(1 + εi) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

)β

=
{
(1 : x : y) ∈ P2(K) : x ∈ A, y = 1

2ax
2 + tj−1 eεi

2 − t
2y

2
}

(
(1 : 0 : 1)H

)β ⊂ (1 : A : A)(
(K(hi))β

)π =
{
(1 : x : 1

2aπ x
2) ∈ P2(F) : x ∈ F

}
∪ {(0 : 0 : 1)}

=: K

Wenn nun O := (O′)β ist, ist (O ∩ (1 : A : A))π ⊆ K. Wegen (0 : 0 : 1) = (1 : 0 : −1)π◦β◦π−1
ist

deshalb Oπ = K. Für jede Gerade g in P2(K) mit (1 : 0 : 0) ∈ g, g 6= [0 : 0 : 1], gilt |O ∩ g| = 2:

Wenn g so eine Gerade ist, kann gπ = [0 : 0 : 1] sein oder gπ = [0 : 1 : 0] oder g = [0 : −m : 1] für
ein m ∈ E.

(6bα) Ist gπ = [0 : 0 : 1], so gilt wegen (((1 : 0 : 1)H)β)π ⊆ K\{(0 : 0 : 1)} bzw. (((1 : 0 : 1)U )β)π ⊆
K, daß g∩O ⊆ (1 : 0 : 0)π−1

ist. Da andererseits (K(1))β ⊇ ((1 : 0 : 1)M )β ⊃ (1 : 0 : 0)π−1 ∩O gilt
wegen M ≥M1, folgt K(1)β ∩ (1 : 0 : 0)π−1 ⊆ O. Der von (1 : 0 : 0) verschiedene Schnittpunkt von
g mit (K(1))β liegt wegen gπ = [0 : 0 : 1] in (1 : 0 : 0)π−1

und ist wegen (K(1))β∩(1 : 0 : 0)π−1 ⊆ O
ein Punkt auf O, d.h. |O ∩ g| = 2.

(6bβ) Wenn gπ = [0 : −mπ : 1] ist und m ∈ E, schneidet g die Menge (1 : 0 : 0)π−1 ∩ O = (1 :
0 : 0)π−1 ∩K(1)β genau einmal, nämlich in (1 : 0 : 0), da (1 : 0 : 0) ein regulärer Punkt von K ist
(vgl. Bem. 4). Der zweite Schnittpunkt von gπ mit K ist dann gegeben durch S = (1 : 2aπmπ :
2aπ(mπ)2) = (1 : 2aπmπ : 1

2aπ (2aπmπ)2). Da für jeden Kegelschnitt (K(1 + εi))β das Bild unter π
dasselbe ist, nämlich K, gilt für jedes i ∈ {0, . . . , p− 1}:

Die Gerade g schneidet (K(1 + εi))
β in Sπ−1

genau einmal, denn S ist regulärer Punkt von K.

Andererseits gilt für jedes y ∈ F bzw. Py := (1 : aπy : 1
2aπ (aπy)2) ∈ K:

⊕{
∃! i ∈ {0, . . . , p− 1} mit

O ∩ Pπ−1

y = (K(1 + εi))
β ∩ Pπ−1

y

Wir beweisen zuerst die Existenz. Betrachte für i ∈ {0, . . . , r − 1} die konjugierte Matrix Ci,

Ci := BAiB
−1 =

 1 0 0
avi ui atvi

t−1(ui − 1) vi ui

 , uπ
i = 1, u2

i−atv2
i =

{
1 für i = 1, . . . , r − 1

h für i = 0

}
.
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Es ist Cπ
i wohldefiniert, denn ∀ i ∈ {1, . . . , r − 1} ∃! s(vi) ∈ A, so daß ui = 1 + t(a

2v
2
i + ts(vi)) ist,

für i = 0 ∃! s(v0) ∈ A, so daß u0 = 1+t(a
2v

2
0 +ts(v0)) ist, wobei u2

i −atv2
i = 1 ist für i = 1, . . . , r−1

und u2
0 − atv2

0 = h. Damit ist

Ci =

 1 0 0
avi 1 + t(a

2v
2
i + ts(vi)) atvi

a
2v

2
i + ts(vi) vi 1 + t(a

2v
2
i + ts(vi))

 sowie Cπ
i =

 1 0 0
aπbi 1 0
aπ

2 b
2
i bi 1

 ,

also wird die Gruppe Hπ◦β induziert von

(H ′)π◦β =

〈 1 0 0
aπbi 1 0
aπ

2 b
2
i bi 1

 ∈ GL3(F) : i = 0, . . . , r − 1

〉
.

Man kann leicht nachrechnen, daß für jedes r-Tupel (n0, . . . , nr−1) ∈ {0, . . . , p− 1}r gilt:

(
Cn0

0 · Cn1
1 · . . . · Cnr−1

r−1

)π =

 1 0 0
aπ(
∑
nibi) 1 0

1
2aπ (aπ

∑
nibi)2

∑
nibi 1


Wenn man nun GF (p) mit {0, . . . , p− 1} identifiziert, hat man demnach:

(H ′)π◦β =


 1 0 0

aπ(
∑
nibi) 1 0

1
2aπ (aπ

∑
nibi)2

∑
nibi 1

 : ni ∈ GF (p), i ∈ {0, . . . , r − 1}


=


 1 0 0

aπy 1 0
1

2aπ (aπy)2 y 1

 : y ∈ F

 .

Es ist also Hπ/Mπ
1
∼= Hπ◦β/Mπ◦β

1
∼= (F,+), wobei Mβ

1 regulär auf (1 : 0 : 0)π−1 ∩K(1)β operiert.
Dann operiert (Hβ)π regulär auf K\{(0 : 0 : 1)}. Da Mβ

1 regulär auf (1 : 0 : 0)π−1 ∩K(1)β ist und
(Hβ)π regulär auf K\{(0 : 0 : 1)}, ist die Existenz gezeigt.

Zur Eindeutigkeit:
Angenommen, es existieren zwei Punkte Pi, Pk auf O und ein y ∈ F, so daß gilt:
Pπ

i = Pπ
k =(1 : aπy : 1

2aπ (aπy)2), Pi ∈ (K(1 + εi))β , Pk ∈ (K(1 + εk))β , i 6= k, i, k ∈ {0, . . . , p− 1}.
Dann existieren γi ∈ Hβ , γk ∈ Hβ mit γi((1 : 0 : 0)) = Pi, γk((1 : 0 : 0)) = Pk. Betrachte
γ := γ−1

i γk. Es ist γπ = id und deshalb γ((1 : 0 : 0)) = γ−1
i (Pk) ∈ (1 : 0 : 0)π−1

, also γ−1
i γk ∈Mβ

1 .
Wegen K(1)β ∩ (1 : M : M) =(1 : 0 : 0)Mβ

1 folgt schließlich i = k.

Damit ist für jede Gerade g = [0 : −m : 1], m ∈ E, gezeigt:

|g ∩ O| = 2

(6bγ) Betrachte nun Geraden g mit gπ = [0 : 1 : 0] und (1 : 0 : 0) ∈ g. Für g = [0 : 1 : 0] ist
g ∩ O = {(1 : 0 : 0), (1 : 0 : −2t−1)}, da (1 : 0 : −1) = (1 : 0 : 1)J ∈ O′ ist und (1 : 0 : −1)β =
= (1 : 0 : −2t−1). Für g = [0 : −t−km : 1], k ∈ N, m ∈ E betrachte Jβ , induziert durch

BJ ′B−1 =

 1 0 0
0 −1 0

−2t−1 0 −1


sowie g(Jβ) = [2t−1 : −t−km : 1] =: ĝ,

ĝπ =

{
[2 : −mπ : 0] für k = 1

[0 : 1 : 0] für k ≥ 1

}
.
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Da g die Menge (1 : 0 : 0)Hβ

= O ∩ (1 : A : A) genau einmal schneidet (in (1 : 0 : 0)), schnei-
det ĝ die Menge (1 : 0 : 0)HβJβ

= O ∩ (0 : 0 : 1)π−1
genau einmal (in (1 : 0 : −2t−1)). Da(

O ∩ (0 : 0 : 1)π−1
)Jβ

= O ∩ (1 : A : A) ist, schneidet ĝ die Menge O ∩ (1 : A : A) genau einmal,
denn einerseits gilt für alle i ∈ {0, . . . , p− 1}:
Die Gerade ĝ schneidet (K(1 + εi))

β ∩ (1 : A : A) genau einmal, da jeder Punkt des Ovals
K =

(
(K(1 + εi))β

)π regulär ist.
Andererseits folgt wegen

⊕
, daß ĝ die Menge O ∩ (1 : A : A) genau einmal schneidet. Insgesamt

also schneidet g die Menge O∩(0 : 0 : 1)π−1
= (O ∩ (1 : A : A))Jβ

genau einmal, also ist |g∩O| = 2.

Zuletzt betachten wir noch die Gerade [0 : 0 : 1]. Wegen [0 : 0 : 1]π ∩ K = (1 : 0 : 0) ist
[0 : 0 : 1]∩O ⊆ [0 : 0 : 1]∩K(1)β ∩ (1 : 0 : 0)π−1

, da aber [0 : 0 : 1] Tangente an K(1)β in (1 : 0 : 0)
ist, folgt: [0 : 0 : 1] ist Tangente an O.

Damit ist gezeigt, daß jede von der Tangente [0 : 0 : 1] verschiedene Gerade durch (1 : 0 : 0) die
Menge O genau zweimal schneidet. Da Uβ transitiv auf O operiert, folgt, daß O ein Oval ist, also
auch O′.

(6c) Trivialerweise hat das Oval O′ = (1 : 0 : 1)U eine transitive Kollineationsgruppe GO′ ≥ U .
Es gilt sogar GO′ = U, NO′ = 〈M,J〉.
Auf den Beweis verzichten wir hier. Jedenfalls operiert U scharf einfach transitiv auf O′, d.h.
U = GO′ operiert scharf einfach transitiv auf O′. �

HILFSSATZ 16 (Ovale und Kegelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp o(α) = 0)
Es sei K ein lokaler Körper mit Restklassenkörper F und charF = p 6= 2.
Für die Menge (E0∩E1)\{1} der Einheitswurzeln in K, deren algebraische Ordnung eine p-Potenz
ist, gelte entweder (E0 ∩ E1)\{1} = ∅ oder 1 + ε ∈ (E0 ∩ E1)\{1} ⇒ o(ε) = 1.

Dann folgt:

Es existiert kein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens zwei Ke-
gelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp o(α) = 0 beteiligt sind.

Beweis: Wir nehmen an, daß O ⊂ P2(K) ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe GO
ist, an dem mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte einer Passantenschar vom Äquivalenztyp
o(α) = 0 beteiligt sind.

(1) Es sei die Passantenschar, der die Kegelschnitte entstammen, oBdA. gleich

Kα =
{
K(r) : r ∈ (K2 − 1

α
K2)\{0}

}
, K(r) =

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : y2 =

1
α
x2 + rw2

}
.

Wir können annehmen, daß O den Punkt (1 : 0 : 1) ∈ K(1) enthält und auf einer Umgebung
U ⊂ P2(K) von (1 : 0 : 1) mit K(1) übereinstimmt.

Es seien u, v ∈ K nicht beide Null und σ ∈ {±1}. Definiere Aσ(u, v) und A(u, v) ∈ GL3(K) wie
folgt:

Aσ(u, v) :=

 1 0 0
0 u σαv

0 v σu

 , A(u, v) := A1(u, v)

Eine von Aσ(u, v) bzw. A(u, v) induzierte Kollineation werde mit γσ(u, v) bzw. γ(u, v) bezeichnet
und es sei dann δ(γσ(u, v)) := δ(Aσ(u, v)) := u2 − αv2.

63



(2) Es ist Oπ ⊆ (1 : A : A) und die Gruppe GO ist eine Untergruppe der Gruppe G̃ = Go 〈I〉, die
induziert wird von folgender Gruppe G̃′ = G′ o 〈I ′〉:

G′ = {A(u, v) ∈ GL3(K) : δ(A(u, v)) ∈ E0} , I ′ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Daß GO ≤ G̃ ist, berechnet sich wie im Teil (2) des Beweises des letzten Hilfssatzes. Dabei geht
auch Satz 22 (III) ein. Man beachte jedoch, daß hier nicht δ(A(u, v)) ∈ E2

0 sein muß. Es ist
O ⊆ (1 : A : A) wegen O ⊆

⋃
η∈E0

K(η) und (K(η))π ∩ [∞] = ∅ für alle η ∈ E0.
Insbesondere ist Gπ

O wohldefiniert, da Gπ und Iπ wohldefiniert sind.

(3) Der Punkt (1 : 0 : −1) ist ein Punkt von O und es existiert eine Involution in GO, die (1 : 0 : 1)
auf (1 : 0 : −1) abbildet und

entweder von

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 oder von

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


induziert wird (vgl. Beweis von Hilfssatz 15, Schritt (3a)).

(4) Für je zwei verschiedene Geraden g, h in P2(F) gilt:

Oπ 6= g ∪ h, Oπ 6= g ∪ h\g ∩ h

Wegen O ⊂ (1 : A : A) ist Oπ ∩ [∞] = ∅. Deshalb kann nicht Oπ = g ∪ h sein für zwei Geraden
in P2(F), weil sowohl g als auch h die Gerade [∞] schneidet. Angenommen, es existieren zwei
verschiedene Geraden g, h in P2(F) mit Oπ = g ∪ h\g ∩ h. Da (1 : M : M)∩

(⋃
η∈E0

K(η)
)

= ∅ ist,
ist g 6= [0 : 1 : 0] und h 6= [0 : 1 : 0] bzw. (1 : 0 : 0) 6∈ Oπ. Die Punkte (1 : 0 : 1) und (1 : 0 : −1)
sind deshalb reguläre Bildpunkte mit Tangenten [−1 : 0 : 1] bzw. [1 : 0 : 1] (vgl. Bem. 4(3)). Also
ist oBdA. g = [−1 : 0 : 1], h = [1 : 0 : 1], g ∩ h = (0 : 1 : 0). Da Gπ

O wohldefiniert ist, ist Gπ
O eine

Untergruppe des Stabilisators des Punktes (0 : 1 : 0) in der PGL3(F). Der Ansatz 1 0 0
0 u σαπv

0 v σu

 0
1
0

 ≡

 0
1
0

 , u, v ∈ F, σ ∈ {±1},

liefert v = 0 und deshalb wird Gπ
O von einer Untergruppe folgender Matrizengruppe induziert:
 1 0 0

0 u 0
0 0 σu

 ∈ GL3(F) : u ∈ F∗


Für {(1 : 0 : 1), (1 : 0 : −1)} ⊆ Oπ gilt dann:

{(1 : 0 : 1), (1 : 0 : −1)}Gπ
O ⊆ [0 : 1 : 0]

Dann ist Gπ
O aber nicht transitiv auf Oπ, also auch GO nicht transitiv auf O.

(5) Für alle Geraden g in P2(F) gilt: Oπ 6⊆ g

Angenommen, Oπ ist in einer Geraden g enthalten. Wegen (1 : 0 : 1), (1 : 0 : −1) ∈ Oπ ist dann
g = [0 : 1 : 0].
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(5a) Zuerst wird gezeigt, daß (E0 ∩ E1)\{1} 6= ∅ ist.

Der Ansatz 1 0 0
0 u σαπv

0 v σu

 1
0
1

 =

 1
σαπv

σu

 , u, v ∈ F, σ ∈ {±1}, (1 : σαπv : σu) ∈ [0 : 1 : 0]

liefert v = 0 und deshalb wird GO von einer Untergruppe folgender Matrizengruppe induziert:
 1 0 0

0 u σαv

0 v σu

 ∈ GL3(K) : o(v) ≥ 1, u2 − αv2 ∈ E0


Es sei nun für m ∈ K die Gerade gm := [−1 : −m : 1]. Offensichtlich ist g0 Tangente an O. Für
o(m) ≥ 1 ist |gm∩K(1)∩ (1 : 0 : 1)π−1 | = 2, für o(m) = 0 ist gm∩K(1)∩ (1 : 0 : 1)π−1

= (1 : 0 : 1).

Falls E0 ∩ E1 = {1} ist, folgt sofort ein Widerspruch, denn für alle η ∈ E0 mit ηπ 6= 1 ist
K(η) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

= ∅, also O ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

. Da Oπ ⊂ [0 : 1 : 0] ist,
existiert für o(m) = 0 außerhalb von (1 : 0 : 1)π−1

kein weiterer Schnittpunkt von gm mit O, was
der Eindeutigkeit der Tangente an O in (1 : 0 : 1) widerspricht.
Es folgt (E0 ∩ E1)\{1} 6= ∅ und aufgrund der Voraussetzungen des hier zu beweisenden Satzes ist
jedes Element aus (E0 ∩ E1)\{1} von der Form 1 + ε, ε = teε, eε ∈ E.

(5b) Wir betrachten nun für eine geeignete Kollineation τ das Oval Oτ , so daß dessen Bild (Oτ )π

aus zwei Geraden ohne deren Schnittpunkt besteht.

Da O die Punkte (1 : 0 : 1) und (1 : 0 : −1) enthält, gilt Oπ ⊆ [0 : 1 : 0]. Weil für alle η ∈ E0 die
Menge K(η) ∩

(
(1 : 0 : 0)π−1 ∪ (0 : 0 : 1)π−1

)
leer ist, gilt sogar O ⊆ (1 : M : E).

Es sei nun m ∈ N so, daß O in (1 : tmA : E) enthalten ist, aber nicht in (1 : tm+1A : E). Wenn τ

die von der Matrix T ∈ GL3(K) mit

T =

 1 0 0
0 t−m 0
0 0 1

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 =

 1 0 0
0 t−m 0
−1 0 1


induzierte Kollineation ist, werden die Kegelschnitte (K(η))τ repräsentiert von Matrizen (Q(η))τ ,
gegeben durch

(Q(η))τ =

 1− η 0 1
0 − t2m

α 0
1 0 1

 , η ∈ E0.

Für Oτ gilt dann:
Oτ ⊂ (1 : A : A)

Oτ 6⊂ (1 : M : A)

Oτ ∩ (1 : A : −1 + M) = ∅

{(1 : 0 : 0), (1 : 0 : −2)} ⊂ Oτ ∩K(1)τ

Insbesondere ist Oτ ∩ ((1 : A : A)\(1 : M : A)) 6= ∅, also ist (Oτ )π nicht in [0 : 1 : 0] enthalten,
enthält aber zwei Bildpunkte, die auf der Geraden [0 : 1 : 0] liegen. Deshalb kann (Oτ )π nicht in
einer Geraden enthalten sein.
Ein Oval ist das π-Bild von Oτ auch nicht, denn wenn man die Tangenten an die Kegelschnitte
(K(η))τ in Punkten aus (1 : A : A) betrachtet, so kann man nachrechnen, daß ihr π-Bild gleich
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[a : 0 : 1] ist für ein a ∈ F. Demnach treffen sich die Bilder dieser Tangenten im Punkt (0 : 1 : 0),
was Bemerkung 4 widerspräche, wenn (Oτ )π ein Oval wäre.
Es existieren also zwei verschiedene Geraden g, h in P2(F) mit (Oτ )π = g ∪ h oder (Oτ )π =
g∪h\g∩h. Wegen Oτ ⊆ (1 : A : A) bzw. (Oτ )π∩ [∞] = ∅ einerseits, andererseits wegen g∩ [∞] 6= ∅
sowie h ∩ [∞] 6= ∅, gilt (Oτ )π = g ∪ h\g ∩ h und g ∩ h ∈ [∞].

(5c) Ist η ∈ E0 und K(η) an O beteiligt, so folgt ηπ = 1.

Betrachte die Punkte (1 : 0 : 0), (1 : 0 : −2) ∈ Oτ ∩K(1)τ mit ihren Tangenten [0 : 0 : 1], [2 : 0 : 1].
Die Bilder dieser beiden Punkte müssen regulär sein:
Klar ist, daß mindestens einer dieser Bildpunkte regulär ist (vgl. Bem. 4), etwa oBdA. (1 : 0 : 0).
Wenn g die Gerade ist, auf der (1 : 0 : 0) liegt, ist wegen der Regularität dann g = [0 : 0 : 1]. Die
andere Gerade h muß g im Bildpunkt (1 : 0 : −2) ∈ P2(F) schneiden, falls dieser nicht regulär ist.
Dieser Punkt liegt aber nicht auf g, also ist auch (1 : 0 : −2) regulär.

Es folgt g = [0 : 0 : 1], h = [2 : 0 : 1] sowie (Oτ )π = g ∪ h\g ∩ h. Für eine Einheitswurzel
η ∈ E0 mit ηπ 6= 1 betrachte die Menge (K(η)τ ∩ (1 : A : A))π ∩ (g ∪ h). Es ist (K(η)τ )π ={
(w : x : y) ∈ P2(F) : (1− ηπ)w2 + 2wy + y2 = 0

}
und deshalb

(K(η)τ ∩ (1 : A : A))π =

{ {
(1 : x : −1±√ηπ) ∈ P2(F) : x ∈ F

}
für η ∈ K2

∅ für η 6∈ K2

}
.

In beiden Fällen ist (K(η)τ ∩ (1 : A : A))π ∩ (g ∪ h) = ∅, wenn ηπ 6= 1 ist. Deshalb kann keiner der
Kegelschnitte K(η) mit ηπ 6= 1 an O beteiligt sein.

(5d) Wir betrachten nun für eine geeignete Kollineation β das Oval Oβ◦τ sowie dessen Bild Oπ◦β◦τ

und leiten einen Widerspruch her.

Es sei β die von der Matrix  1 0 0
0 1 0
0 0 t−1


repräsentierte Kollineation. Für 1 + teε ∈ (E0 ∩ E1)\{1} wird dann (K(1 + teε))β◦τ repräsentiert
von der Matrix (Q(1 + teε))β◦τ mit

(Q(1 + teε))β◦τ =

−eε 0 1
0 − t2m−1

α 0
1 0 t

 ,

außerdem wird K(1)β◦τ repräsentiert von Q(1)β◦τ mit

Q(1)β◦τ =

 0 0 1
0 − t2m−1

α 0
1 0 t

 .

Es sei O′ = Oβ◦τ .
Da für alle f ∈ F ein Punkt (1 : x : z) ∈ Oτ ∩ (1 : A : A) existiert mit (1 : x : z)π = (1 : f : 0)
∈ [0 : 0 : 1], existiert für jedes f ∈ F auch ein Punkt (1 : x : y) ∈ O′∩(1 : A : A) mit xπ = f , nämlich
(1 : x : y) = (1 : x : z)β = (1 : x : t−1z). Wegen ((1 : 0 : −2)β)π = (1 : 0 : −2t−1)π = (0 : 0 : 1)
ist demnach (O′)π nicht in einer Geraden enthalten. Um einzusehen, daß (O′)π kein Oval ist,
betrachte wieder Punkte (1 : x : y) ∈ (1 : A : A) und, falls (1 : x : y) ∈ O′ ∩ K(1 + teε)β◦τ
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ist für 1 + teε ∈ E0 ∩ E1, die Tangenten durch (1 : x : y) an K(1 + teε)β◦τ . Für eε 6= 0 ist das
Bild so einer Tangente gleich [yπ − eπ

ε : 0 : 1], für eε = 0 (d.h. (1 : x : y) ∈ K(1)β◦τ ) hat man
[yπ : 0 : 1]. All diese Geraden treffen sich im Punkt (0 : 1 : 0), deshalb kann (O′)π kein Oval sein
(vgl. Bem. 4). Also existieren zwei verschiedene Geraden l1, l2 in P2(F), so daß (O′)π = l1 ∪ l2 ist
oder (O′)π = l1 ∪ l2\l1 ∩ l2.
Betrachte nun die Punkte (1 : 0 : 0), (1 : 0 : −2t−1) ∈ O′ ∩ K(1)β◦τ sowie die zugehörigen
Bildpunkte (1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1) ∈ O′π. Wenn diese Punkte beide regulär wären, hätte man
(wieder wegen Bem. 4) oBdA. l1 = [0 : 0 : 1], l2 = [2t−1 : 0 : 1]π = [1 : 0 : 0] = [∞]. Da für
1 + teε ∈ (E0 ∩ E1)\{1} jedoch

(
K(1 + teε)β◦τ ∩ (1 : A : A)

)π ∩ [0 : 0 : 1] = ∅ ist, wie man leicht
nachrechnet, folgt

O′ ∩ (1 : A : A) = K(1)β◦τ ∩ (1 : A : A).

Andererseits ist (1 : A : A)(β◦τ)−1
= (1 : tmA : 1 + tA) und deshalb

O ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

.

Die Kollineationsgruppe GO enthält eine Involution, die von 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 oder

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


induziert wird und (1 : 0 : 1)π−1

auf (1 : 0 : −1)π−1
abbildet (vgl. (3)). Da keine Kegelschnitte K(η)

mit ηπ 6= 1 an O beteiligt sind, ist O ⊂ (1 : 0 : 1)π−1 ∪ (1 : 0 : −1)π−1
, also O ⊂ K(1),O 6= K(1).

Widerspruch.
Die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) ∈ O′π sind also nicht beide regulär. Wir können oBdA. anneh-
men, daß (0 : 0 : 1) regulär ist und (1 : 0 : 0) nicht. Dann ist oBdA. l1 = [∞] und (1 : 0 : 0) = l2∩l1,
Widerspruch.

(6) Wir zeigen, daß Oπ kein Oval ist.

Aus (4), (5), Satz 3 und der Annahme, daß O ein Oval ist, folgt, daß Oπ ein Oval ist, also Oπ = K

für einen Kegelschnitt K in P2(F). Da (1 : 0 : 1) und (1 : 0 : −1) Punkte von K sind und [−1 : 0 : 1]
bzw. [1 : 0 : 1] die Tangenten an K in (1 : 0 : 1) bzw. (1 : 0 : −1) sind einerseits, andererseits der
Punkt (1 : 0 : 0) kein Punkt auf K ist, wird K repräsentiert von einer Matrix Q(K) mit

Q(K) =

 1 0 0
0 d 0
0 0 −1

 , d ∈ K∗.

Aus K ∩ [∞] = ∅ folgt weiter, daß d keine Quadratzahl in F ist.

(6a) Ist η ∈ E0 und K(η) an O beteiligt, so ist ηπ = 1.

Es sei η ∈ E0 und K(η) an O beteiligt. Für (1 : x : y) ∈ K(η) ∩ O ist die Tangente TO(1:x:y) an O
in (1 : x : y) gleich der Tangente TK(η)

(1:x:y) = [−η : − 1
αx : y] an K(η) in (1 : x : y). Dann muß für

(1 : x : y) ∈ O wegen Bemerkung 4(2) gelten:

[−ηπ : − 1
απ

xπ : yπ] = [1 : dxπ : −yπ] = [−1 : −dxπ : yπ]

Daraus folgt für yπ 6= 0 und (1 : x : y) ∈ O ∩K(η), daß ηπ = 1 ist, also:

(1 : x : y) ∈ O, y ∈ E =⇒ (1 : xπ : yπ) ∈ (K(1))π
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Da K höchstens zwei Punkte (1 : x′ : y′) besitzt mit y′ = 0, folgt |K ∩ K(1)π| ≥ q − 1 für
q = pn, n ∈ N, und F = GF (q).
Ist q − 1 ≥ 5, so ist K = K(1)π, denn fünf Punkte in allgemeiner Lage bestimmen bekanntlich
einen Kegelschnitt eindeutig. Es ist aber auch K(η)π ∩K(1)π = ∅ für ηπ 6= 1 und deswegen dann
O ∩K(η) = ∅ für ηπ 6= 1.
Ist q = p = 3, so ist der Eintrag d der Matrix Q(K) gleich 1 oder −1, also K = K(1)π oder
K = K(−1)π. Da K(1)π ∩ K(−1)π = ∅ ist und (1 : 0 : 1) sowie (1 : 0 : −1) auf K liegen, folgt
K(1)π = K und O ∩K(η) = ∅ für ηπ 6= 1.
Für q = p = 5 ist ebenfalls K = K(1)π, denn wäre K 6= K(1)π, so wäre der Eintrag d der Matrix
Q(K) von 1

α verschieden. Dann kann man nachrechnen, daß K ∩K(1)π = {(1 : 0 : ±1)} ist, also
|K ∩K(1)π| = 2, im Widerspruch zu |K ∩K(1)π| ≥ 4. Also ist auch hier kein K(η) mit ηπ 6= 1 an
O beteiligt.
Insgesamt, wenn J eine Indexmenge ist mit {1 + εj : j ∈ J} = (E0 ∩ E1)\{1}, εj 6= εj′ für
j 6= j′, j, j′ ∈ J, εj = tej , ej ∈ E, ist

O ⊆

⋃
j∈J

K(1 + εj)

 ∪K(1).

(6b) Wir betrachten für eine geeignete Kollineation τ das Oval Oτ , so daß das π-Bild von Oτ

gleich der Vereinigung zweier Geraden (eventuell ohne Schnittpunkt) ist.

Es sei die Matrix T ∈ GL3(K) gegeben durch

T =

 1 0 0
0 t−1 0
0 0 t−1

 1 0 0
0 1 0
−1 0 1

 =

 1 0 0
0 t−1 0

−t−1 0 t−1


und die von T repräsentierte Kollineation sei τ . Für j ∈ J ist dann K(1 + εj)τ gegeben durch die
Matrix

Qj =

−ej 0 1
0 − t

α 0
1 0 t

 ,

der Kegelschnitt K(1)τ habe die Matrix Q0,

Q0 =

 0 0 1
0 − t

α 0
1 0 t

 .

Für (1 : x : y) ∈ (1 : A : A)∩Oτ∩K(1+εj)τ ist die Tangente anOτ dann gleich [y−ej : − t
αx : 1+ty],

für (1 : x : y) ∈ (1 : A : A) ∩ Oτ ∩K(1)τ ist die Tangente an Oτ gleich [y : − t
αx : 1 + ty]. Da die

Bilder dieser Tangenten sich im Punkt (0 : 1 : 0) treffen, ist (Oτ )π kein Oval (vgl. S. 29). Es gibt
auch keine Gerade in P2(F), in der (Oτ )π enthalten ist:
Die Punkte (1 : 0 : 1)τ = (1 : 0 : 0) und (1 : 0 : −1)τ = (1 : 0 : −2t−1) liegen auf Oτ ,
also enthält (Oτ )π die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1). Es gibt außerdem mindestens einen
Punkt (1 : x : y) ∈ O mit x ∈ E und y ∈ A. Dann ist (1 : x : y)τ = (t : x : y − 1) und
(t : x : y − 1)π = (0 : xπ : yπ − 1) ∈ (Oτ )π ∩ ([∞]\{(0 : 0 : 1)}). Also enthält (Oτ )π drei nichtkolli-
neare Punkte.
Demnach existieren zwei Geraden g, h in P2(F) mit (Oτ )π = g ∪ h oder (Oτ )π = g ∪ h\g ∩ h. Die
Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) sind beide reguläre Punkte von (Oτ )π, denn wäre einer nicht
regulär, oBdA. (1 : 0 : 0), so wäre (1 : 0 : 0) = g ∩ h. Wenn (0 : 0 : 1) ∈ h ist, ist wegen der Nicht-
regularität von (1 : 0 : 0) das π-Bild der Tangente an Oτ in (1 : 0 : −2t−1) gleich h = [0 : 1 : 0].

68



Aber die Tangente an Oτ in (1 : 0 : −2t−1) ist gleich [1 : 0 : t
2 ], also ihr Bild gleich [1 : 0 : 0] = [∞].

Es folgt, daß (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) beide regulär sind und weiter h = [∞], g = [0 : 0 : 1].

(6c) Zuletzt zeigen wir, daß O ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

ist und leiten dazu einen
Widerspruch her.
Für j ∈ J ist (K(1+ εj)τ )π enthalten in [1 : 0 : 0]∪ [eπ

j : 0 : −2], wegen Oπ◦τ = [1 : 0 : 0]∪ [0 : 0 : 1]
ist deshalb Oτ ∩ (1 : A : A) = K(1)τ ∩ (1 : A : A). Deshalb ist

(Oτ ∩ (1 : A : A))τ−1
= O ∩ (1 : M : 1 + M) = K(1) ∩ (1 : M : 1 + M).

Werfen wir nun einen Blick auf GOπ ∩ Gπ
O ≤ B = M o 〈Iπ〉, B die Buekenhoutgruppe von

GOπ = GK , die von den Involutionen mit Zentrum auf [∞] und Achse durch (1 : 0 : 0) erzeugt
wird (vgl. Def. 8, Seite 74). Die Gruppe M ist zyklisch und hat die Ordnung q+1, d.h. es existiert
ein γ0 ∈ B mit 〈γ0〉 = M,o(γ0) = q + 1. Diese Buekenhoutgruppe B hat genau zwei verschiedene,
auf K (scharf einfach) transitive echte Untergruppen, nämlich 〈γ0〉 und 〈γ2

0 , ι〉, dabei ist ι ∈MIπ

eine beliebige Involution, deren Achse aber eine Passante bzgl. K ist.
Da GO transitiv auf O ist, ist auch Gπ

O transitiv auf Oπ = K. Also ist Gπ
O = B oder Gπ

O = 〈γ0〉
oder Gπ

O = 〈γ2
0 , ι〉 für ein ι ∈ MIπ mit einer Passante als Achse. Da O 6= K(1) ist, existiert ein

j ∈ J , so daß K(1 + εj) an O beteiligt ist. Wegen O ∩ (1 : 0 : 1)π−1
= K(1) ∩ (1 : 0 : 1)π−1

ist
auch O ∩ (1 : 0 : −1)π−1

= K(1) ∩ (1 : 0 : −1)π−1
, denn die Involution aus (3), die (1 : 0 : 1)

auf (1 : 0 : −1) abbildet, hat ein wohldefiniertes π-Bild in der PGL3(F). Es existiert also ein
Punkt (1 : x′ : y′) ∈ P2(F)\{(1 : 0 : ±1)} und ein Punkt (1 : x : y) ∈ O ∩ K(1 + εj) mit
(1 : x : y)π = (1 : x′ : y′). Dann existiert wegen der Transitivität von GO eine Kollineation γ ∈ GO
mit (1 : 0 : 1)γ = (1 : x : y), induziert durch Aσ(u, v) ∈ G̃′,

Aσ(u, v) =

 1 0 0
0 u σαv

0 v σu

 , u, v ∈ K,
1

u2 − αv2
= 1 + εj , σαv = x, σu = y, (xπ, yπ) 6= (0,±1).

Es ist σ = 1, denn sonst enthielte wegen

(A−1(u, v))2 =

 1 0 0
0 1

1+εj
0

0 0 1
1+εj


das Oval die Punkte (1 : 0 : ( 1

1+εj
)k) für k ∈ {0, . . . , p − 1}, das sind mindestens drei kollineare

Punkte. Es folgt, daß γπ ∈M ist und deshalb (γq+1)π = (γπ)q+1 = id, γπ 6= id. Da (K(1))γq+1 6=
K(1) ist wegen (1 + εj)q+1 6= 1 einerseits, andererseits γq+1((1 : 0 : 1)π−1

) = (1 : 0 : 1)π−1
gilt

wegen (γq+1)π = id, gibt es in (1 : 0 : 1)π−1
mindestens einen Punkt auf O\K(1). Widerspruch.�
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Kapitel 2

Kurven mit unendlichem

Stabilisator

GENERALVORAUSSETZUNG: ALLE BETRACHTETEN KÖRPER HABEN EINE VON
2 VERSCHIEDENE CHARAKTERISTIK.

Die hier verwendeten Begriffe und Notationen der projektiven Geometrie finden sich in Abschnitt
1.2.1.

Eines der Ziele dieses Teiles der Arbeit ist es, über einem nicht notwendig algebraisch abgeschlos-
senen Körper K der Charakteristik 6= 2 algebraische Kurven C vom Grad ≥ 2 in P2(K) zu untersu-
chen, deren Stabilisator GC in der linearen Kollineationsgruppe PGL3(K) eine unendliche Gruppe
ist. Die zweite zentrale Frage, die behandelt wird, ist, wann zwei oder mehr algebraische Kurven
in P2(K) einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator in PGL3(K) haben können. Der Körper K
ist dann natürlich kein endlicher Körper.
Wenn man eine algebraische Kurve C ⊆ P2(K) als die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms
F ∈ K[w, x, y] auffaßt, ist schlimmstenfalls C = ∅, z.B. für K = R und F (w, x, y) = w2 + x2 + y2.
Solche Sonderfälle sollen ausgeschlossen werden durch die Forderung, daß auf C unendlich viele
Punkte von P2(K) liegen. Wenn C die Nullstellenmenge von F ist mit

F = Gr1
1 · . . . ·Grn

n , n ∈ N, ri ∈ N, Gi irreduzible homogene Polynome in K[w, x, y],

so besteht C aus den Komponenten C1, . . . , Cn, wobei Ci die Nullstellenmenge von Gi ist für
i = 1, . . . , n und oBdA. Ci 6= ∅ gilt. Dann hat GC einen Normalteiler N , für den gilt:

N =
n⋂

i=1

GCi
, GCi

der Stabilisator von Ci in der PGL3(K)

[GC : N ] <∞

Kennt man die Stabilisatoren irreduzibler Kurven, so kennt man demnach auch die Stabilisatoren
reduzibler Kurven, deshalb kann man sich auf die Betrachtung irreduzibler Kurven beschränken.

Ist der Körper K nicht algebraisch abgeschlossen, bietet es sich an, die gesamte Situation im
algebraischen Abschluß L von K zu betrachten. Dabei wird entweder eine Kurve C ⊂ P2(K),
gegeben durch das Polynom F ∈ K[w, x, y] mit

C = {(w : x : y) ∈ P2(K) : F (w, x, y) = 0}, |C| = ∞
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um ihre nicht-K-rationalen Punkte erweitert, also

Ca := {(w : x : y) ∈ P2(L) : F (w, x, y) = 0} ⊂ P2(L),

oder aber für eine Kurve C ⊂ P2(L), gegeben durch F ∈ L[w, x, y], die Menge C∩P2(K) betrachtet.
Die projektive Ebene P2(K) mit ihrer Kollineationsgruppe PGL3(K) wird dabei kanonisch einge-
bettet in P2(L) bzw. PGL3(L): Punkte und Kollineationen werden durch Vektoren und Matrizen
bzgl. kanonischer Basen repräsentiert. Ein Punkt P ∈ P2(L) bzw. eine Kollineation α ∈ PGL3(L)
ist dann in P2(K) bzw. PGL3(K) enthalten, wenn P einen Repräsentanten v ∈ K3 bzw. α einen
Repräsentanten A ∈ GL3(K) hat. Wenn nun ΓCa der Stabilisator von Ca in der PGL3(L) ist,
ist GC – identifiziert mit ΓCa ∩ PGL3(K) – eine Untergruppe von ΓCa : Ist γ ∈ PGL3(K) eine
Kollineation, die von der Matrix A ∈ GL3(K) repräsentiert wird, so ist Cγ die Nullstellenmenge
des Polynoms F ◦A−1. Ist γ ∈ GC , so ist F ≡ F ◦A−1 und damit γ ∈ ΓCa , denn wenn das Polynom
einer Kurve unverändert bleibt, dann auch die Kurve selbst.
Hat eine über K definierte Kurve C eine unendliche Kollineationsgruppe GC , so ist auch |ΓCa | = ∞.
Umgekehrt kann GC keine unendliche Gruppe sein, wenn ΓCa eine endliche Gruppe ist. Deshalb
werden in den folgenden Abschnitten alle irreduziblen algebraischen Kurven über algebraisch ab-
geschlossenen Körpern L klassifiziert, die eine unendliche Kollineationsgruppe in der PGL3(L)
gestatten. Außerdem wird untersucht, wann der Schnitt der Kollineationsgruppen verschiedener
Kurven in P2(L) eine unendliche Gruppe ist. Es stellt sich heraus, daß das nur für projektiv äqui-
valente Kurven der Fall sein kann. Sind die Kurven und Gruppen im algebraischen Abschluß L
bekannt, kann man sich mit der Situation über K auseinandersetzen.

Es ist sinnvoll, die (irreduziblen) algebraischen Kurven einerseits nach ihrem Grad einzuteilen,
andererseits zu unterscheiden, ob eine singuläre oder nichtsinguläre Kurve vorliegt. Der erste Ab-
schnitt befaßt sich mit den Kurven vom Grad 2, den Kegelschnitten. Insbesondere der gemeinsame
Stabilisator mehrerer Kegelschnitte wird untersucht, denn daß der Stabilisator eines Kegelschnit-
tes für |K| = ∞ eine unendliche Gruppe ist, ist allgemein bekannt (vgl. [5]). Der zweite Abschnitt
behandelt nichtsinguläre Kurven vom Grad ≥ 3, der dritte Abschnitt singuläre Kurven.

2.1 Kegelschnitte

2.1.1 Einführung

Das Folgende ist bekannt und findet sich bei Blaschke [2], Buekenhout [5] sowie Hughes und Piper
[7]. Um einheitliche Notationen und Begriffe zur Verfügung zu haben, fassen wir das Nötige hier
zusammen.
Es sei in diesem Abschnitt K ein beliebiger Körper der Charakteristik 6= 2. Ein Kegelschnitt K in
P2(K) ist die Nullstellenmenge eines irreduziblen homogenen Polynoms F ∈ K[w, x, y] vom Grad
2. Dabei ist zu beachten, daß für nicht algebraisch abgeschlossene Körper diese Nullstellenmenge
eventuell leer ist. Diesen Fall wollen wir aber grundsätzlich ausschließen.
Für F (w, x, y) = aw2 + 2bwx+ 2cwy + dx2 + 2exy + fy2 liegt der Punkt P = (w : x : y) auf dem
durch F definierten Kegelschnitt K, wenn

(w, x, y)

 a b c

b d e

c e f

w

x

y

 =: (w, x, y)QK

w

x

y

 = 0

ist. Die in dieser Gleichung auftretende Matrix QK ist – bis auf multiplikative Vielfache – durch F
bzw. K eindeutig bestimmt. Man kann einen Kegelschnitt auch als Menge der absoluten Punkte
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einer orthogonalen Polarität auffassen. Deren Wirkung auf Punkte ist dann durch die Matrix QK

gegeben. Für einen Punkt P = (w : x : y) seiw′

x′

y′

 = QK

w

x

y

 .

Dann ist die Polare von P die Gerade [w′ : x′ : y′]. Hat ein Körper K involutorische Körperau-
tomorphismen, so muß man zwischen orthogonalen und nichtorthogonalen Polaritäten unterschei-
den. Nichtorthogonale Polaritäten spielen allerdings bei der Beschreibung von Kegelschnitten keine
Rolle. Deshalb verwenden wir den Begriff Polarität und meinen damit immer eine orthogonale Po-
larität.
Für eine Polarität π sei A(π) die Menge der absoluten Punkte von π. Bekanntlich ist entweder
A(π) = ∅ oder aber ein Kegelschnitt. Umgekehrt existiert für jeden Kegelschnitt K eine Polarität
π mit A(π) = K.

DEFINITION 7 (a) Es sei Π die Menge aller Polaritäten von P2(K).
(b) Es sei Π∗ = {π ∈ Π : A(π) 6= ∅}.
(c) Für eine Teilmenge M ⊆ Π sei M∗ = {π ∈M : A(π) 6= ∅}.
(d) Für π ∈ Π∗ sei Kπ = A(π) der von π induzierte Kegelschnitt.
(e) Für einen Kegelschnitt K sei πK die Polarität aus Π∗, für die gilt: A(πK) = K.
(f) Ein Dreieck mit Ecken Z1, Z2, Z3 bezeichnen wir mit ∆(Z1, Z2, Z3) oder einfach mit ∆. Wenn
wir von Dreiecken reden, ist immer vorausgesetzt, daß die drei Ecken paarweise verschieden und
nicht kollinear sind.
(g) Es sei π ∈ Π, P ein Punkt und g eine Gerade der projektiven Ebene P2(K). Das Paar (P, g)
heißt Pol-Polaren-Paar bzgl. π, wenn g = Pπ ist.
Ist π ∈ Π∗ und induziert den Kegelschnitt Kπ, so heißt (P, Pπ) auch Pol-Polaren-Paar von K.
(h) Es sei π ∈ Π und ∆ ein Dreieck, dessen Ecken Z1, Z2, Z3 nicht in A(π) liegen.
∆ heißt Poldreieck bzgl. π, wenn gilt:

Zj = (Zk ∨ Zl)π ∀j, k, l ∈ {1, 2, 3}, j 6= k 6= l 6= j

Ist π ∈ Π∗ und induziert den Kegelschnitt Kπ, so heißt ∆ auch Poldreieck von K.
(i) Es sei M = {πi : i ∈ I} eine nichtleere Menge von Polaritäten, P ein Punkt und g eine Gerade
in P2(K). Das Paar (P, g) heißt Pol-Polaren-Paar bzgl. M , wenn für alle i ∈ I gilt: g = Pπi .
(j) Es sei M = {πi : i ∈ I} eine nichtleere Menge von Polaritäten und Z1, Z2, Z3 seien drei
verschiedene nichtkollineare Punkte in P2(K), so daß für jedes i ∈ I keiner dieser Punkte ein
absoluter Punkt von πi ist.
Das Dreieck mit Ecken Z1, Z2, Z3 heißt Poldreieck bzgl. M , wenn für jedes i ∈ I gilt:

Zj = (Zk ∨ Zl)πi ∀j, k, l ∈ {1, 2, 3}, j 6= k 6= l 6= j

(k) Für eine nichtleere Menge M = {πi : i ∈ I} mit πi ∈ Π∗ ∀i ∈ I und KM := {Kπi
: i ∈ I}

sei (P, g) ein Pol-Polaren-Paar bzgl. M . Dann sagen wir auch, (P, g) ist ein Pol-Polaren-Paar der
Kegelschittmenge KM oder (P, g) ist gemeinsames Pol-Polaren-Paar der Kegelschnitte Kπi .
(l) Für eine nichtleere Menge M = {πi : i ∈ I} mit πi ∈ Π∗ ∀i ∈ I und KM := {Kπi

: i ∈ I} sei
∆ ein Poldreieck bzgl. M . Dann sagen wir auch, ∆ ist ein Poldreieck der Kegelschittmenge KM

oder ∆ ist gemeinsames Poldreieck der Kegelschnitte Kπi .
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Abbildung 2.1: Involutionen

Verlassen wir nun vorerst die Polaritäten und wenden uns dem Stabilisator GK eines Kegelschnittes
K in der linearen Kollineationsgruppe PGL3(K) zu.

SATZ 17 (vgl. Buekenhout [5]) GK operiert scharf dreifach transitiv auf den Punkten von K, ist
isomorph zur PGL2(K) und wird von Involutionen erzeugt. Jede Kollineation aus GK ist Produkt
zweier Involutionen aus GK .

Es sei π die Polarität, deren absolute Punkte den Kegelschnitt K bilden. Jede Involution I ∈ GK

ist eine Homologie, also eine Perspektivität, deren Zentrum und Achse nicht inzidieren. Zentrum
und Achse sind ein Pol-Polaren-Paar bzgl. π. Die Menge aller Involutionen in GK bezeichnen wir
mit IK . Zu jedem Punkt Z ∈ P2(K)\K existiert genau eine Involution IZ ∈ GK mit Zentrum Z

und Achse Zπ, die auf K folgende Wirkung hat (vgl. Abbildung 2.1):

IZ :


K −→ K

P 7−→
{
P, falls Z ∨ P Tangente an K ist
P ′ := ((Z ∨ P ) ∩K)\{P}, falls Z ∨ P Sekante an K ist

} 
Eine wichtige Klasse von Untergruppen von GK wird später eine wichtige Rolle spielen. Diese
Untergruppen werden von Involutionen erzeugt, deren Zentren kollinear sind:

DEFINITION 8 Für eine Gerade g und einen Kegelschnitt K in P2(K) sei
g∗(K) := g\(K ∩ g). Die Untergruppe Gg(K) ≤ GK ist dann folgende Gruppe:

Gg(K) := 〈IZ ∈ IK : Z ∈ g∗(K)〉

So eine Gruppe Gg(K) nennen wir Buekenhoutgruppe. Ist g Sekante, Tangente oder Passante an
K, so heißt Gg(K) Buekenhoutgruppe vom Sekanten-, Tangenten- bzw. Passantentyp.

SATZ 18 (vgl. [5]) Gg(K) läßt sich in ein semidirektes Produkt Gg(K) = N o 〈I〉 zerlegen.
Dabei ist N abelsch und operiert regulär auf K\(K ∩ g). Ferner ist I eine beliebige Involution aus
{IZ ∈ IK : Z ∈ g∗(K)}.
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Abbildung 2.2: Der Kegelschnitt K0 affin und projektiv

Bekanntlich (vgl. [7], S.52) operiert die PGL3(K) transitiv auf der Menge aller Kegelschnitte von
P2(K). Will man explizit rechnen, empfiehlt es sich, einen günstigen Vertreter zu wählen. Es sei ab
jetzt K0 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2}, weiter GK0 der Stabilisator von K0 in der PGL3(K)
und π0 die Polarität mit A(π0) = K0. Identifiziert man den Punkt (x, y) ∈ K2 der affinen Ebene
mit dem projektiven Punkt (1 : x : y) ∈ P2(K), so entspricht der Kegelschnitt K0 im Affinen der
Parabel mit der Gleichung y = x2 (vgl. Abbildung 2.2).
Die Punkte auf K0 können parametrisiert werden, und zwar

K0 = {(1 : x : x2) ∈ P2(K) : x ∈ K} ∪ {(0 : 0 : 1)}.

Führt man wie üblich das Symbol ∞ ein und setzt (1 : ∞ : ∞2) := (0 : 0 : 1) sowie K∞ := K∪{∞},
so ist K0 = {(1 : x : x2) ∈ P2(K) : x ∈ K∞}.

Mit Hilfe dieser Parametrisierung kann man das sog. Doppelverhältnis am Kegelschnitt definieren:
Für x ∈ K∞ und Px = (1 : x : x2) ∈ K0 ⊂ P2(K) sei P̃x := (1 : x) ∈ P1(K) der entsprechende
Punkt auf der projektiven Geraden. Dann ist für vier verschiedene Punkte Px0 , . . . , Px3 auf K0 ihr
Doppelverhältnis D gegeben durch das klassische Doppelverhältnis der zugehörigen Punkte P̃xi in
P1(K) (vgl. [7], S.54):

D = DV (Px0 , Px1 ; Px2 , Px3) := DV (P̃x0 , P̃x1 ; P̃x2 , P̃x3)

Die spezielle Wahl von K0 gestattet nicht nur eine Parametrisierung der Punkte auf K0, sondern
auch eine sehr günstige Darstellung von GK0 , günstig insofern, daß man einen Isomorphismus (vgl.
Satz 17, S.74)

ϕ :
{
GK0 −→ PGL2(K)
α 7−→ αϕ

}
erhält, der sich mit Hilfe des Matrizenkalküls beschreiben läßt.
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HILFSSATZ 19 Der Kegelschnitt K0 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2} hat in der PGL3(K)
den Stabilisator GK0 , der induziert wird von allen Matrizen A ∈ GL3(K) mit

A =

 a2 2ab b2

ac ad+ bc bd

c2 2cd d2

 , ad− bc 6= 0.

Identifiziert man Kollineationen in PGL3(K) bzw. PGL2(K), die durch eine Matrix A ∈ GL3(K)
bzw. GL2(K) induziert werden, mit K∗ ·A, so gilt:
Der Isomorphismus ϕ : GK0 −→ PGL2(K) ist gegeben durch

ϕ

K∗ ·

 a2 2ab b2

ac ad+ bc bd

c2 2cd d2

 = K∗ ·
(
a b

c d

)
.

Beweis: [7], S.53.

Die Gruppe GK0 kann man in verschiedene nichttriviale Konjugiertenklassen einteilen, die man am
einfachsten über das Bild in der PGL2(K) erhält. Wir beschreiben sie durch fünf Typen Ri von
Matrizen der GL2(K):

R1 :=
{(

1 0
0 −1

)}
R2 :=

{(
0 1
α 0

)
: α ∈ S

}
R3 :=

{(
1 0
0 d

)
: d ∈ K̂

}
R4 :=

{(
1 1
0 1

)}
R5 :=

{(
0 1
−∆ 1

)
: ∆ ∈ K∗, 1− 4∆ 6∈ K2

}

Dabei ist S ein vollständiges Repräsentantensystem der Nichtquadratklassen von K∗ und K̂ ist
eine Teilmenge von K∗\{−1, 1} mit der Eigenschaft

(d ∈ K̂ ⇔ 1
d
6∈ K) ∧ (∀d ∈ K∗\{−1, 1} : d ∈ K̂ ∨ 1

d
∈ K̂).

Der Übersichtlichkeit halber fassen wir die Typen noch einmal in einer Tabelle zusammen:
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Typ Repräsentant für die P GL2(K) Repräsentant für GK0
Charakteristisches Po-
lynom

geometrische Eigenschaften

R1

„
1 0
0 −1

« 0@ 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

1A χ(x) = (x + 1)(x − 1)2 auf K hyperbolische Involu-
tion mit Zentrum (0 : 1 : 0)
und Achse [0 : 1 : 0]

R2

„
0 1
α 0

«
: α ∈ S

ff 8<:
0@ 0 0 1

0 α 0
α2 0 0

1A : α ∈ S

9=; χ(x) = (x + α)(x− α)2 auf K elliptische Involution
mit Zentrum (1 : 0 : −α)
und Achse [−α : 0 : 1]

R3

„
1 0
0 d

«
: d ∈ bKff 8<:

0@ 1 0 0
0 d 0
0 0 d2

1A : d ∈ bK
9=; χ(x) = (x − 1)

(x − d)(x − d2)
genau drei Fixpunk-
te (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0),

(0 : 0 : 1), zwei davon auf K

R4

„
1 1
0 1

« 0@ 1 2 1
0 1 1
0 0 1

1A χ(x) = (x − 1)3 genau ein Fixpunkt
(1 : 0 : 0), und zwar auf
K

R5

„
0 1
−∆ 1

«
: 1 − 4∆ 6∈ K2

ff 0@ 0 0 1
0 −∆ 1

∆2 −2∆ 1

1A χ(x) = (x −∆)
(x2 + x(2∆ − 1) + ∆2)

genau ein Fixpunkt
(2 : 1 : 2∆), und zwar
ein bzgl. K innerer Punkt

Man beachte insbesondere, daß es in GK0 keine Perspektivitäten gibt bis auf involutorische Ho-
mologien. Später brauchen wir für den Beweis des Satzes 20 noch eine Klassifikation der Elemente
der Ordnung drei für algebraisch abgeschlossene Körper K. Für charK 6= 3 existiert dann eine
dritte primitive Einheitswurzel ξ. Man kann, weil GK0 scharf dreifach transitiv auf K0 ist, oBdA.
annehmen, daß ein Element γ ∈ GK0 der Ordnung 3 den Punkt (1 : 1 : 1) auf (1 : ξ : ξ2), den
Punkt (1 : ξ : ξ2) auf (1 : ξ2 : ξ) und den Punkt (1 : ξ2 : ξ) auf (1 : 1 : 1) abbildet. Dann wird γ

induziert von der Matrix  1 0 0
0 ξ 0
0 0 ξ2

 .

Für charK = 3 existieren keine dritten primitiven Einheitswurzeln. Deshalb kann die Matrix eines
Elementes γ der Ordnung 3 nicht diagonalisierbar sein. Es muß folglich γ der Konjugiertenklasse
R4 entstammen, da für algebraisch abgeschlossene Körper die Klassen R2 und R5 leer sind.

Zuletzt wollen wir noch definieren, was wir unter Kegelschnittscharen verstehen:

BEMERKUNG und DEFINITION 9 Es sei K = {Ki : i ∈ I} eine nichtleere Menge von
paarweise verschiedenen Kegelschnitten. Für i ∈ I sei πi := πKi die Polarität, deren absolute
Punkte den Kegelschnitt Ki bilden. Die Menge dieser Polaritäten bezeichnen wir mit ΠK = {πi :
i ∈ I}.
Die Menge K heißt Kegelschnittschar, wenn einer der folgenden Fälle zutrifft:

(1) Es gibt eine Gerade g und drei verschiedene nichtkollineare Punkte S1, S2, F , so daß g∩Ki =
{S1, S2} ist und gπi = F ∀i ∈ I.
Weiter existiert für jeden Punkt P , der nicht auf dem Dreiseit mit Ecken S1, S2, F liegt, genau
ein i ∈ I mit P ∈ Ki. Die Menge K bildet also eine einfache Überdeckung der Punktmenge
der projektiven Ebene bis auf dieses Dreiseit.

(2) Es gibt eine Gerade g und einen Punkt F auf g, so daß g ∩Ki = F ist und gπi = F für jedes
i ∈ I. Weiter existiert für jeden Punkt P , der nicht auf g liegt, genau ein i ∈ I mit P ∈ Ki.
Die Menge K bildet also eine einfache Überdeckung der Punktmenge der projektiven Ebene
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Abbildung 2.3: Kegelschnittscharen

bis auf die Gerade g.

(3) Es gibt eine Gerade g und einen Punkt F 6∈ g, so daß g ∩ Ki = ∅ ist und gπi = F für
jedes i ∈ I. Weiter existiert für jeden Punkt P , der verschieden von F ist und nicht auf g
liegt, genau ein i ∈ I mit P ∈ Ki. Die Menge K bildet also eine einfache Überdeckung der
Punktmenge der projektiven Ebene bis auf die Gerade g und den Punkt F .

Für eine Schar, die dem Fall (1) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Sekante der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F ) ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K. Für j ∈ {1, 2} ist Sj ∨ F Tangente an
Ki ∀i ∈ I.
Für eine Schar, die dem Fall (2) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Tangente der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F ) ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K.
Für eine Schar, die dem Fall (3) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Passante der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F ) ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K.

Diese drei Typen von Kegelschnittscharen kann man sich an Bildern über den reellen Zahlen ver-
anschaulichen (vgl. Abbildung 2.3, im Bild rechts ist g als unendlich ferne Gerade aufzufassen).
Für K 6= R muß man allerdings mit solchen Bildern vorsichtig sein: Je nachdem, wieviele Quadrat-
klassen der Körper K besitzt, treten Scharen vom dritten Typ nämlich entweder garnicht auf (z.B.
K algebraisch abgeschlossen), oder aber es gibt für ein Paar (g, F ) verschiedene nicht projektiv
äquivalente Scharen vom Typ (3). Näheres hierzu findet sich in Satz 22.
Kegelschnittscharen vom Typ (1) nennen wir auch Scharen vom Sekantentyp oder Sekantenscha-
ren. Analog verwenden wir für Scharen vom Typ (2) bzw. (3) die Begriffe Scharen vom Tangenten-
bzw. Passantentyp oder Tangenten- bzw. Passantenscharen.
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2.1.2 Der gemeinsame Stabilisator zweier Kegelschnitte über einem al-

gebraisch abgeschlossenen Körper

Um den gemeinsamen Stabilisator zweier Kegelschnitte über einem beliebigen Körper zu finden,
ist es sinnvoll, die Situation zuerst im algebraischen Abschluß zu betrachten, denn dann schneiden
sich zwei Kegelschnitte immer in mindestens einem und höchstens vier Punkten. Der gemeinsame
Stabilisator muß dann auf diesen Schnittpunkten operieren.
In die Untersuchung von Kegelschnitten über einem algebraisch nicht abgeschlossenen Körper K mit
algebraischem Abschluß L gehen die Ergebnisse des folgenden Satzes ein. Deshalb müssen Objekte
in P2(K) und P2(L) in den Notationen unterschieden werden. Insbesondere die Buekenhoutgruppen
bezeichnen wir deshalb, wenn ein algebraisch abgeschlossener Körper zugrunde liegt, nicht mit
Gg(K), sondern mit Γg(K).

SATZ 20 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 6= 2. Es seien K0

und K1 zwei verschiedene, nichtentartete Kegelschnitte in P2(L) und Γ0,Γ1 < PGL3(L) deren
Stabilisatoren sowie Γ = Γ0 ∩ Γ1 ihr gemeinsamer Stabilisator.
Dann gilt:

(I) Ist Γ endlich, so ist Γ isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

id, Z2, Z2 × Z2, A4

Für charL 6= 3 wird jede der angegebenen Gruppen durch geeignete Kegelschnitte K0,K1

realisiert. Für charL = 3 entfällt die A4.

(Ia) Ist Γ = id, so haben K0 und K1 zwei Punkte gemeinsam. In einem der Punkte stimmen die
Tangenten der beiden Kegelschnitte überein, im anderen nicht.

(Ib) Ist Γ ∼= Z2, so haben K0 und K1 drei Punkte gemeinsam. In einem der Punkte stimmen die
Tangenten der beiden Kegelschnitte überein, in den anderen beiden nicht. Die zwei Kegel-
schnitte haben genau ein Pol-Polaren-Paar gemeinsam.

(Ic) Ist Γ ∼= Z2 × Z2 oder Γ ∼= A4, so haben K0 und K1 vier Punkte und (genau) ein Poldreieck
gemeinsam.

(II) Ist |Γ| = ∞, so ist Γ eine Buekenhoutgruppe.

(IIa) Ist Γ eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp, so haben K0 und K1 genau einen Punkt
gemeinsam, in dem auch ihre Tangenten übereinstimmen. Die Zentren der Involutionen, die
die Buekenhoutgruppe erzeugen, liegen auf dieser Tangente.

(IIb) Ist Γ eine Buekenhoutgruppe vom Sekantentyp, so haben K0 und K1 genau zwei Punkte
gemeinsam, in denen auch ihre Tangenten übereinstimmen. Die Zentren der Involutionen, die
die Buekenhoutgruppe erzeugen, liegen auf der Verbindungsgeraden der beiden gemeinsamen
Punkte.

Beweis:
(1) Da die PGL3(L) transitiv auf der Menge aller Kegelschnitte operiert, kann man oBdA. anneh-
men:

K0 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wy = x2} = {(0 : 0 : 1)} ∪ {(1 : x : x2) ∈ P2(L) : x ∈ L}

79



Es sei π0 bzw. π1 die Polarität, deren Menge von absoluten Punkten gleich dem Kegelschnitt K0

bzw. K1 ist. Dann ist α := π1π0 eine Kollineation in PGL3(L). Über L hat jeder Repräsentant
A ∈ GL3(L) von α einen Eigenvektor, da das charakteristische Polynom von A mindestens eine
Nullstelle besitzt, also hat α mindestens einen Fixpunkt. Für jeden Punkt P ∈ P2(L) gilt:

Pα = P ⇐⇒ Pπ0 = Pπ1

Deshalb gibt es mindestens einen Punkt der Ebene, auf dem π0 und π1 gleich wirken.

(2) Wir betrachten den Fall, daß es einen Fixpunkt P von α gibt, der auf K0 liegt.

Dann ist Pπ0 die Tangente von P an K0. Es muß auch P ∈ K1 gelten wegen P ∈ Pπ1 = Pπ0 . Also
berühren sich K0 und K1 in P und haben dort dieselbe Tangente, es folgt |K0 ∩K1| < 4.
Jetzt sind drei Fälle zu unterscheiden, nämlich |K0 ∩K1| = 1, 2 oder 3.

(2a) Wir zeigen: Falls |K0 ∩K1| = 1 ist, ist Γ eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp.

Es sei oBdA. der Berührpunkt P = (0 : 0 : 1) undK1 die Nullstellenmenge der folgenden Gleichung:

aw2 + 2bwx+ 2cwy + dx2 + 2exy + fy2 = 0 (∗)

Wegen (0 : 0 : 1) ∈ K1 ist dann f = 0. Da P der einzige Schnittpunkt von K0 und K1 ist, folgt:

{(1 : x : x2) ∈ P2(L) : a+ 2bx+ (2c+ d)x2 + 2ex3 = 0} = ∅

Dies impliziert a 6= 0, b = e = 0, d = −2c 6= 0, also oBdA.

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wy = x2 + tw2} für ein t ∈ L∗.

Für die zu K1 gehörige Polarität π1 und jeden Punkt R ∈ P2(L) gilt dann:

Rπ1 = Rπ0 ⇐⇒ R ∈ [∞] = [1 : 0 : 0]

Das sieht man folgendermaßen ein: Die Wirkung von π0 bzw. π1 auf Punkten berechnet sich über
die Matrix Q0 bzw. Q1 mit

Q0 =

 0 0 1
0 −2 0
1 0 0

 , Q1 =

−2t 0 1
0 −2 0
1 0 0

 .

Für R = (w : x : y) ist Rπ0 = [y : −2x : w] und Rπ1 = [y − 2tw : −2x : w]. Dann ist Rπ0 = Rπ1

genau dann, wenn w = 0 ist. Für alle Punkte R auf [∞]\{(0 : 0 : 1)} ist also Rπ0 = Rπ1 , d.h. die
Polaren dieser Punkte bzgl. π0 und π1 sind gleich. Dann enthält Γ alle Involutionen aus Γ0 mit
Zentrum auf [∞]. Also enthält Γ die Buekenhoutgruppe Γg := Γg(K0) mit g = [∞].

Es gilt: Γ = Γg

Angenommen, es existiert ein γ ∈ Γ\Γg. Es ist klar, daß P γ = P ist und gγ = g. Die Kollineation
γ hat auf K0 entweder einen oder zwei Fixpunkte (vgl. Tabelle S.76).
Hat γ nur einen Fixpunkt auf K0, so ist γ keine Involution, denn die K0-Polare des Zentrums einer
Involution schneidet K0 in zwei verschiedenen Punkten. Außerdem hat γ außer P keinen weiteren
Fixpunkt in P2(L) und g ist die einzige Fixgerade von γ. Aufgrund von Satz 17 ist dann γ das
Produkt zweier Involutionen I, J ∈ Γ0, so daß gilt:

Die Verbindungsgerade der Zentren von I und J ist gleich g,
der Schnittpunkt der Achsen von I und J ist gleich P.
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Dann ist aber γ ∈ Γg, im Widerspruch zur Annahme.
Hat γ zwei Fixpunkte auf K0, etwa S und P , so wird die Gerade l := S ∨ P fixiert. Da l nicht
Tangente an K1 ist, existiert ein Punkt Q ∈ l ∩ K1 mit |{S, P,Q}| = 3. Das heißt, die Gerade l
bleibt unter γ punktweise fest, also ist γ eine Involution mit Achse l. Dann ist das Zentrum von
γ gleich lπ0 mit lπ0 ∈ g wegen P ∈ l ⇔ lπ0 ∈ Pπ0 = g. Also ist γ ∈ Γg, im Widerspruch zur
Annahme.

(2b) Wir zeigen: Falls |K0 ∩K1| = 2 ist, ist Γ entweder trivial oder eine Buekenhoutgruppe vom
Sekantentyp.

Man kann oBdA. annehmen: K0 ∩K1 = {(1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1)}. Die Tangenten in (0 : 0 : 1) an K0

und K1 fallen zusammen. Die Tangente T1 an K1 im Punkt (1 : 0 : 0) kann gleich der Tangente T0

an K0 in (1 : 0 : 0) sein oder verschieden von T0.
Falls T1 = T0 ist, berechnet sich die Gleichung von K1 analog wie in (2a) über den Ansatz (∗)
unter Einbeziehung von (1 : 0 : 0)π0 = (1 : 0 : 0)π1 . Man erhält

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wy = tx2} für ein t ∈ L∗\{1}.

Die Wirkung der Polarität π1 auf den Punkten von P2(L) ist gegeben durch die Matrix Q1 mit

Q1 =

 0 0 1
0 −2t 0
1 0 0

 .

Für R = (w : x : y) ist Rπ0 = [y : −2x : w] und Rπ1 = [y : −2tx : w]. Dann ist Rπ0 = Rπ1 genau
dann, wenn R = (0 : 1 : 0) ist oder R ∈ [0 : 1 : 0]. Die Polaren dieser Punkte bzgl. π0 und π1

sind also gleich und deshalb enthält Γ alle Involutionen aus Γ0 mit Zentrum auf [0 : 1 : 0]. Darum
enthält Γ die Buekenhoutgruppe Γg := Γg(K0) mit g = [0 : 1 : 0].
Es gilt: Γ = Γg.
Angenommen, es existiert ein γ ∈ Γ\Γg. Es ist klar, daß (0 : 1 : 0)γ = (0 : 1 : 0) ist und gγ = g.
Außerdem hat γ einen oder zwei Fixpunkte auf K0 (vgl. Tabelle S.76).
Falls γ nur einen Fixpunkt F ∈ K0 hat, liegt dieser dann nicht auf g. Die Gerade h := F ∨(0 : 1 : 0)
schneidet dann K0 noch einmal in einem Punkt, der unter γ festbleiben müßte, denn die Tangenten
an K0 durch (0 : 1 : 0) berühren K0 in den Punkten (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1), diese liegen aber auf
g. Widerspruch.
Falls γ zwei Fixpunkte hat, etwa Q und R, so bleibt auch der Pol Z der Verbindungsgeraden
h := Q ∨ R fest. Ist h von g verschieden, so gibt es mindestens einen weiteren Fixpunkt von γ

auf h, nämlich einen der Schnittpunkte von h mit K1. Dann ist h punktweise fest. Da es in Γ0

abgesehen von involutorischen Homologien keine Perspektivitäten gibt (vgl. die Bemerkungen nach
der Tabelle auf Seite 76), ist γ eine Involution mit Achse h und Zentrum Z 6= (0 : 1 : 0). Es muß
also (0 : 1 : 0) auf der Achse h von γ liegen und Z auf g, sonst würde γ nicht die Punkte (1 : 0 : 0)
und (0 : 0 : 1) vertauschen. Dann ist wieder γ ∈ Γg, im Widerspruch zur Annahme.
Falls γ die Fixpunkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) hat, wird γ induziert von einer Matrix A mit

A =

 1 0 0
0 d 0
0 0 d2

 , d 6= 0.

Diese Matrizen induzieren Kollineationen in Γg, wie man leicht nachrechnet (vgl. Hilfssatz 19).
Also ist die Annahme Γ 6= Γg zum Widerspruch geführt.
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Falls T1 6= T0 ist, werden von jedem Element γ ∈ Γ drei Punkte fixiert, nämlich (0 : 0 : 1) und
(1 : 0 : 0) sowie der Punkt (0 : 1 : 0) als Pol der Verbindungsgeraden der ersten beiden Punkte. Es
bleibt aber auch der Punkt Q := (T1 ∩K0)\(1 : 0 : 0) fest. Diese Punkte bilden ein nichtentartetes
Viereck, also ist Γ = id. Dieser Fall tritt z.B. ein, wenn K1 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wy = x2 +wx}
ist.

(2c) Wir zeigen: Falls |K0 ∩K1| = 3 ist, ist Γ ∼= Z2.

Es seien P,Q,R die drei Schnittpunkte und Pπ0 = Pπ1 , d.h. die Tangenten von K0 und K1 in P

stimmen überein. Da die Tangenten von K0 und K1 an Q bzw. R dann verschieden sein müssen,
gilt für jedes nichttriviale γ ∈ Γ:

P γ = P, Qγ = R, Rγ = Q

Da Γ0 scharf dreifach transitiv auf den Punkten von K0 operiert, ist also |Γ| ≤ 2. Wenn oBdA.
P = (0 : 0 : 1), Q = (1 : 1 : 1), R = (1 : −1 : 1) gilt, erhält man analog wie in (2a) mit (∗) und
der Bedingung (0 : 0 : 1)π0 = (0 : 0 : 1)π1 :

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : −w2 + 2cwy + (1− 2c)x2 = 0} für ein c ∈ L∗\{ 1
2}

Für jedes c ∈ L∗\{ 1
2} enthält Γ die Involution I ∈ Γ0 mit Zentrum (0 : 1 : 0), denn die Wirkung

der zu K1 gehörigen Polarität auf Punkten ist gegeben durch die Matrix Q1 mit

Q1 =

−1 0 c

0 1− 2c 0
c 0 0

 .

Offensichtlich ist (0 : 1 : 0)π1 = [0 : 1 : 0] = (0 : 1 : 0)π0 , also I ∈ Γ1.

(3) Wir betrachten den Fall, daß kein Fixpunkt von α auf K0 liegt.

Dann kann auch kein Fixpunkt von α auf K1 liegen. Sei Z ein solcher Fixpunkt und g = Zπ0 = Zπ1 .
Dann ist die Involution I ∈ Γ0 mit Zentrum Z in Γ enthalten. Außerdem ist |K0 ∩K1| = 4, anson-
sten gäbe es nämlich ein Q ∈ K0∩K1, so daß die Tangenten in Q bzgl. K0 und K1 zusammenfallen
würden. Dann wäre Qα = Qπ0π1 = Q ein Fixpunkt von α auf K0 im Widerspruch zur Vorausset-
zung.
Die Gruppe Γ muß dann treu auf diesen Schnittpunkten operieren (der Stabilisator von vier Punk-
ten in allgemeiner Lage innerhalb der PGL3(L) ist trivial), also ist Γ isomorph zu einer Untergruppe
der symmetrischen Gruppe Σ4.

(3a) Wir zeigen: Es existiert eine Gruppe V ∼= Z2 × Z2 mit V ≤ Γ.

Es sei K0 ∩ K1 = {P0, P1, P2, P3}. Wegen I ∈ Γ sei oBdA. P I
0 = P1, P

I
2 = P3. Es sei Y =

(P0∨P2)∩ (P1∨P3). Es ist klar, daß Y weder auf K0 noch auf K1 liegt. Es sei J ∈ Γ0 die Involuti-
on mit Zentrum Y . Diese Involution vertauscht P0 mit P2 und P1 mit P3 und liegt deshalb auch in
Γ1. Dann vertauscht die Kollineation IJ die Punkte P0 und P3 sowie P1 und P2. Die Kollineation
JI wirkt genauso, also kommutieren I und J , d.h. IJ = JI ist eine Involution mit Achse Z ∨ Y
und Zentrum X := (Z ∨ Y )π0 . Das Dreieck ∆ mit Ecken X,Y, Z ist ein gemeinsames Poldreieck
von K0 und K1.
Jede Wahl von vier paarweise verschiedenen Punkten aus K0 definiert eindeutig ein Poldreieck
(von K0) und jeder Kegelschnitt, der mit K0 genau diese vier Punkte gemeinsam hat, hat mit K0
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auch dieses Poldreieck gemeinsam.

(3b) Wir zeigen: Γ ist isomorph zu Z2 × Z2 oder zu A4.

Die Involutionen I, J und IJ aus Γ entsprechen in der Σ4 den Doppeltranspositionen, etwa
I = (01)(23), J = (02)(13), IJ = (03)(12), wenn man i ∈ {0, 1, 2, 3} mit Pi identifiziert. Ein-
fachtranspositionen auf Ω := {P0, . . . , P3} können in Γ nicht enthalten sein, denn angenommen,
γ ∈ Γ induziert eine Einfachtransposition, so betrachte man die zwei Fixpunkte Pi 6= Pj von γ aus
Ω sowie die zugehörigen Tangenten. Es sei T1(Pi) die K1-Tangente an Pi, T0(Pi) die K0-Tangente
an Pi und T1(Pj) bzw. T0(Pj) die entsprechende Tangente an Pj . Setze Q := T1(Pi) ∩ T1(Pj) und
R := T0(Pi)∩ T0(Pj). Die Punkte Pi, Pj , Q und R bilden ein nichtentartetes Viereck in P2(L) und
sind allesamt Fixpunkte von γ, also ist γ keine Transposition, sondern die Identität.
Elemente der Ordnung 4 auf Ω können in Γ ebenfalls nicht enthalten sein, denn angenommen,
γ ∈ Γ induziert auf Ω den 4-Zykel (1ijk), so betrachte man die Doppeltransposition (1i)(jk) aus
Γ. Es ist (1i)(jk)(1ijk) = (ik) ∈ Γ, ein Widerspruch, da eben gezeigt wurde, daß in Γ keine Ein-
fachtransposition auf Ω existiert. Also können die Elemente aus Γ nur gerade Permutationen auf
Ω induzieren.

(3c) Wir zeigen: Für charL = 3 ist Γ isomorph zu Z2 × Z2.

Wirft man einen Blick auf die der Tabelle auf Seite 76 folgenden Bemerkungen, so sieht man, daß
Elemente der Ordung 3 aus Γ0 in P2(L) genau einen Fixpunkt F haben und daß F auf K0 liegt.
Wenn so ein 3-Zykel auf Ω wirkt, ist F ∈ Ω. Dann müssen die Tangenten T1(F ) und T0(F ) in F

bzgl. K1 und K0 unter so einem 3-Zykel invariant sein. Wegen T1(F ) 6= T0(F ) schneidet T1(F )
den Kegelschnitt K0 in einem Punkt Q 6= F . Dann wäre Q ein zweiter Fixpunkt dieses 3-Zykels,
Widerspruch.

(3d) Wir zeigen für charL 6= 3:

(A) Ist das Doppelverhältnis1 D der vier Schnittpunkte von K0 und K1 nicht Nullstelle des
Polynoms x2 − x+ 1, so ist Γ ∼= Z2 × Z2.

(B) Ist das Doppelverhältnis von vier Punkten auf K0 eine Nullstelle des Polynoms x2 − x + 1,
so gibt es unter den Kegelschnitten, die mit K0 diese vier Punkte gemeinsam haben, genau
einen Kegelschnitt K1 mit Γ0 ∩ Γ1

∼= A4.

Es seien wieder P0, . . . , P3 die vier Schnittpunkte. Hat Γ ein Element γ, das keine Involution ist,
so ist dies ein 3-Zykel. Es sei D = DV (P0, P1;P2, P3). Es muß dann auch

D = DV (P γ
0 , P

γ
1 ;P γ

2 , P
γ
3 ) ∈ { 1

1−D
,
D − 1
D

}

sein (vgl. [2], S.40), also D2 −D + 1 = 0. Ist D2 −D + 1 6= 0, so gibt es in Γ keinen 3-Zykel, also
ist Γ ∼= Z2 × Z2.
Es sei nun oBdA. P1 = (1 : 1 : 1), P2 = (1 : ξ : ξ2), P3 = (1 : ξ2 : ξ) für eine primitive dritte
Einheitswurzel ξ aus L, außerdem P0 = (1 : r : r2) für ein r ∈ L\{1, ξ, ξ2} oder P0 = (0 : 0 : 1).
Man kann leicht nachrechnen, daß D = DV (P0, P1;P2, P3) genau dann Nullstelle von x2 − x − 1
ist, wenn P0 ∈ {(1 : 0 : 0), (0 : 0 : 1)} ist. Wenn Γ einen 3-Zykel γ besitzt, kann man oBdA.

1Gemeint ist das Doppelverhältnis der Schnittpunkte am Kegelschnitt K0, vgl. Seite 75.

83



annehmen, daß γ den Punkt P0 festläßt und P1 auf P2, P2 auf P3 sowie P3 auf P1 abbildet. Dann
wird γ induziert von der Matrix A mit

A =

 1 0 0
0 ξ 0
0 0 ξ2

 .

Weiter kann man oBdA. annehmen, daß P0 = (1 : 0 : 0) ist, ansonsten konjugiere man die
Situation mit der Involution aus Γ0, die das Zentrum (1 : 0 : −1) hat und numeriere die P1, P2, P3

entsprechend um. Ein Kegelschnitt hat mit K0 genau die Punkte P0, P1, P2, P3 gemeinsam, wenn
er die Nullstellenmenge der folgenden Gleichung ist für ein t ∈ L mit t3 6= −1:

wx+ twy − tx2 − y2 = 0

Die zugehörige Polarität ist dann gegeben durch die Matrix Q(t) mit

Q(t) =

 0 1 t

1 −2t 0
t 0 −2

 .

Betrachten wir nun die Tangente T (t) eines durch Q(t) definierten Kegelschnitts im Punkt P0 =
(1 : 0 : 0). Es ist T (t) = [0 : 1 : t] und T (t) ∩K0 = {P0, (1 : − 1

t : 1
t2 )}. Da der durch die Matrix A

gegebene 3-Zykel γ auf K0 genau die Fixpunkte {P0, (0 : 0 : 1)} hat und andererseits einen durch
Q(t) gegebenen Kegelschnitt festläßt, muß (1 : − 1

t : 1
t2 ) auch festbleiben. Das ist genau dann der

Fall, wenn t = 0 ist, also ist K1 mit

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wx = y2}

der einzige von K0 verschiedene Kegelschnitt, der unter γ festbleiben kann sowie die geforderten
Schnittpunkte mit K0 gemeinsam hat . Und tatsächlich ist γ ∈ Γ0 ∩ Γ1, denn mit Q(0) := Q1 und
A wie vorhin ist

AtQ1A = ξQ1,

wie man leicht nachrechnet. Da das Erzeugnis aller Doppeltranspositionen und eines 3-Zykels in
der Σ4 die Gruppe A4 ist, ist für K1 mit der Gleichung von oben die Gruppe Γ ∼= A4. �

Abschließend sei noch ohne Beweis bemerkt, daß für gewisse algebraisch nicht agbeschlossene un-
endliche Körper Kegelschnitte K0 und K1 existieren, deren gemeinsamer Stabilisator isomorph zu
Z3 ist. Eingebettet in den algebraischen Abschluß muß in diesem Fall der zugehörige gemeinsame
Stabilisator dann die A4 sein.

2.1.3 Der gemeinsame Stabilisator mehrerer Kegelschnitte über einem

unendlichen Körper

Es werden nun beliebige Körper K der Charakteristik 6= 2 betrachtet. In Satz 22 wird gezeigt
werden, daß, wenn eine beliebige Menge von Kegelschnitten in P2(K) einen unendlichen gemein-
samen Stabilisator gestattet, diese Menge enthalten ist in einer Kegelschnittschar (vgl. Definition
9). Natürlich kann dann K nicht endlich sein.
Über R gibt es genau drei projektive Äquivalenzklassen solcher Scharen. Der Grund dafür ist,
daß R nur drei Quadratklassen besitzt. Für einen Körper K mit einer unbekannten Anzahl von
Quadratklassen führen wir zunächst einige Notationen ein:
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DEFINITION 10 Es sei K ein Körper mit charK 6= 2 und S0 := {αi : i ∈ I} ein vollständiges
Repräsentantensystem der Quadratklassen von K. Dabei werde oBdA. angenommen, daß {0, 1} ⊆ I

gilt und α0 := 0 ∈ K, α1 := 1 ∈ K. Weiter sei S1 = S0\{0} und S = S1\{1}. Ist −1 6∈ K2
∗, so sei

oBdA. −1 ∈ I und α−1 := −1 ∈ K.

Will man einen Überblick über die durch einen Kegelschnittstabilisator auf der gesamten Punkt-
menge von P2(K) induzierte Partition in Bahnen gewinnen, so stellt sich heraus, daß man das mit
Hilfe der Quadratklassen von K tun kann.

HILFSSATZ 21 Es sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und K ein Kegelschnitt in P2(K)
mit Stabilisator GK < PGL3(K). Weiter sei S0 ein vollständiges Repräsentantensystem der Qua-
dratklassen von K und B die Menge der Punktorbits von P2(K) unter GK . Dann gilt:

Es existiert eine Bijektion zwischen S0 und B.

Beweis:
(1) Man kann oBdA. K = K0 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2} annehmen. Es sei π0 die
Polarität, deren absolute Punkte den Kegelschnitt K0 bilden. Zuerst führen wir folgende Mengen
ein:

[1 : 0 : 0]∗ := {P ∈ P2(K) : P ∈ [1 : 0 : 0], P 6= (0 : 0 : 1)}
B0 := {P ∈ P2(K) : P ∈ K0}
B1 := {P = (1 : 1

2 (x+ y) : xy) ∈ P2(K) : x, y ∈ K, x 6= y} ∪ [1 : 0 : 0]∗
B0 := {P = (1 : x : y) ∈ P2(K) : x2 − y 6∈ K2}

(2) B1 ist gleich der Menge der äußeren Punkte von K0, das sind die, die auf (genau) zwei (ver-
schiedenen) Tangenten liegen:

Allgemein haben die Punkte auf K0 folgende Tangenten:
(1 : x : x2)π0 = [x2 : −2x : 1], x ∈ K
(0 : 0 : 1)π0 = [1 : 0 : 0]

Für y ∈ K und Punkte (0 : 1 : y) auf [1 : 0 : 0]∗ ergibt sich:
(0 : 1 : y) = [y2

4 : −y : 1] ∩ [1 : 0 : 0]
ist der Schnittpunkt der Tangenten an K0 in (1 : y

2 : (y
2 )2) und (0 : 0 : 1).

Für alle Punkte in B1\[1 : 0 : 0]∗ hat man:
Für x 6= y ist der Punkt (1 : 1

2 (x+ y) : xy) = [x2 : −2x : 1] ∩ [y2 : −2y : 1]
der Schnittpunkt der Tangenten an K0 in (1 : x : x2) und (1 : y : y2).

Kein anderer Punkt ist äußerer Punkt:
P = (1 : x : y) liegt auf einer Tangente [t2 : −2t : 1] genau dann, wenn
t2 − 2tx+ y = 0 eine Lösung t ∈ K hat, also wenn x2 − y eine Quadratzahl ist.
Ist x2 = y, so ist P ∈ K0.
Für x2 − y = r2 6= 0 für ein r ∈ K∗ ist
P = (1 : x : y) = (1 : x : x2 − r2) =

`
1 : 1

2
[(x + r) + (x− r)] : (x + r)(x− r)

´
∈ B1

(3) Da die Punkte auf [1 : 0 : 0]∗ äußere sind, liegt kein innerer Punkt P auf der Geraden [1 : 0 : 0].
Also ist P innerer Punkt genau dann, wenn für P = (1 : x : y) gilt:

x2 − y ist keine Quadratzahl.
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Es sei nun explizit S0 wie in Definition 10. Definiere Bi ⊆ B0 für i ∈ I\{0, 1} durch

P = (1 : x : y) ∈ Bi :⇐⇒ x2 − y ∈ αiK2
∗

Für i ∈ {0, 1} hat man dann

B0 = {P = (1 : x : y) ∈ P2(K) : x2 − y ∈ α0K2
∗} ∪ {(0 : 0 : 1)}

B1 = {P = (1 : x : y) ∈ P2(K) : x2 − y ∈ α1K2
∗} ∪ [1 : 0 : 0]∗

Nun ergibt sich eine Bijektion S0 → B ganz kanonisch:{
S0 = {αi : i ∈ I} −→ B = {Bi : i ∈ I}

αi 7−→ Bi

}
(4) Die Mengen Bi, i ∈ I, sind natürlich die Punktorbits von GK0 , und zwar sind sie die Bahnen
folgender Punkte Pi:

P0 = (1 : 0 : 0), B0 = P
GK0
0 wegen der Transitivität von GK0 auf K0.

P1 = (0 : 1 : 0), B1 = P
GK0
1 , denn (vgl. Hilfssatz 19): 0

1
y

 ≡

 0 0 4
0 2 2y
1 2y y2

  0
1
0


 1

x+y
2

xy

 ≡

 1 2 1
x x+ y y

x2 2xy y2

  0
1
0




⇒ B1 ⊆ P

GK0
1

B1 ⊇ P
GK0
1 :

P
GK0
1 = {(2ab : ad+ bc : 2cd) ∈ P2(K) : a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0}

für a = 0 ist bc 6= 0 und somit 2ab
ad+ bc

2cd

 ≡

 0
1
2d
b

 ∈ [1 : 0 : 0]∗ ⊆ B1

für b = 0 ist ad 6= 0 und somit 2ab
ad+ bc

2cd

 ≡

 0
1
2c
a

 ∈ [1 : 0 : 0]∗ ⊆ B1

für ab 6= 0 ist 2ab
ad+ bc

2cd

 ≡

 1
1
2 (d

b + c
a )

d
b ·

c
a

 ∈ B1

Pi = (1 : 0 : −αi), Bi = P
GK0
i , i ∈ I\{0, 1}, denn:

P = (1 : x : y) ∈ Bi ⇔ ∃r ∈ K∗ : P = (1 : x : x2 − αir
2); 1

x

x2 − αir
2

 =

 1 0 0
x r 0
x2 2rx r2

 1
0
−αi


⇒ Bi ⊆ P

GK0
i

Die Bahn des Punktes Pi unter GK0 wird von allen Spaltenvektoren folgender

86



Form repräsentiert: 1
ac−αibd
a2−αib2

c2−αid
2

a2−αib2

 ≡

 a2 2ab b2

ac ad+ bc bd

c2 2cd d2

 1
0
−αi

 , a, b, c, d ∈ K, ad− bc 6= 0.

Mit x := ac−αibd
a2−αib2

und r := ad−bc
a2−αib2

ist dann

P = (1 : x : x2 − αir
2), wie man leicht nachrechnet.

Es folgt Bi ⊇ P
GK0
i .

�

DEFINITION 11 Es seien für i ∈ I die Punktorbits Bi und die Quadratklassenrepräsentanten
αi wie in obigem Beweis. Statt Bi schreiben wir manchmal auch Bαi oder, falls wir ohne Indizes
arbeiten, für α ∈ S einfach Bα. Außerdem setzen wir für einen Punkt P ∈ P2(K):

B(P ) := Bi ⇐⇒ P ∈ Bi, i ∈ I

Die Punkte aus B1 heißen äußere Punkte von K0, die Punkte aus B0 =
⋃

i∈I\{0,1}Bi heißen innere
Punkte von K0.

Mit Hilfe der Polarität π0 läßt sich die Bahnenpartition von P2(K) auf die Menge G der Geraden
in P2(K) übertragen: Es ist G =

⋃
i∈I B

π0
i mit den Bahnen Bπ0

i und für g ∈ G und i ∈ I gilt:

g ∈ Bπ0
i ⇔ gπ0 ∈ Bi

Als Repräsentanten der Geradenbahnen bietet es sich natürlich an, die Polaren der Repräsentanten
der Punktebahnen zu wählen, also:

Bπ0
0 = [0 : 0 : 1]GK0 , [0 : 0 : 1] =: g0

Bπ0
1 = [0 : 1 : 0]GK0 , [0 : 1 : 0] =: g1

Bπ0
αi

= [−αi : 0 : 1]GK0 , [−αi : 0 : 1] =: gαi
für i ∈ I\{0, 1}

Nun haben wir die Hilfsmittel beisammen, um den nächsten Satz zu beweisen:

SATZ 22 Es sei K ein unendlicher Körper mit charK 6= 2 und K0 ein nichtleerer, nichtentarteter
Kegelschnitt in P2(K). Es sei I eine Indexmenge mit 0 ∈ I, |I| ≥ 2 und K = {Ki : i ∈ I}
eine Menge von paarweise verschiedenen, nichtleeren, nichtentarteten Kegelschnitten in P2(K).
Die Gruppe Gi sei der Stabilisator von Ki in der PGL3(K) und weiter sei GK :=

⋂
i∈I Gi.

Wenn |GK| = ∞ ist, gelten folgende Aussagen:

(I) Es existiert eine eindeutig bestimmte Gerade g in P2(K), so daß GK gleich der Buekenhout-
gruppe Gg(K0) ist.

(II) Es existiert eine eindeutig gegebene maximale Menge von Kegelschnitten Km mit K ⊆ Km,
so daß der Schnitt der Stabilisatoren aller Kegelschnitte aus Km gleich GK ist. Die Menge
Km ist – je nachdem, ob g Sekante, Tangente oder Passante an K0 ist – eine Sekanten-,
Tangenten- oder Passantenschar.

(III) Es existiert eine Bijektion zwischen den Quadratklassen von K und den projektiven Äquiva-
lenzklassen der Kegelschnittscharen Km.
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Beweis:

(1) Man kann oBdA. K0 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2} annehmen. Es sei K1 6= K0 ein
Kegelschnitt aus K. Wenn |GK| = ∞ ist, ist auch G := G1 ∩ G0 eine unendliche Gruppe. Wir
betten nun die Situation in den albegraischen Abschluß L von K ein:
Es sei Fi ∈ K[w, x, y] ein irreduzibles homogenes Polynom vom Grad 2, dessen Nullstellenmenge
Ki ⊂ P2(K) ist. Wir setzen Ka

i := {(w : x : y) ∈ P2(L) : Fi(w, x, y) = 0}. Die Gruppe Γi sei der
Stabilisator von Ka

i in der PGL3(L). Natürlich ist Gi ≤ Γi für jedes i ∈ I und für jede nichtleere
Teilmenge I ′ von I gilt: ⋂

i∈I′

Gi ≤
⋂
i∈I′

Γi

Wenn G bzw. GK eine unendliche Gruppe ist, kann Γ := Γ0 ∩Γ1 bzw. ΓK :=
⋂

i∈I Γi nicht endlich
sein. Wegen Satz 20 sind also zwei Fälle zu unterscheiden:

• Es ist Γ eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp und |Ka
0 ∩Ka

1 | = 1.

• Es ist Γ eine Buekenhoutgruppe vom Sekantentyp und |Ka
0 ∩Ka

1 | = 2, wobei die Tangenten
von K0 und K1 in den beiden Schnittpunkten übereinstimmen.

(2) Falls |Ka
0 ∩ Ka

1 | = 1 ist, überlegt man sich leicht, daß der einzige Schnittpunkt S in P2(K)
liegen muß:
Wäre S ∈ P2(L)\P2(K), so gäbe es ein s ∈ L\K mit S = (1 : s : s2). Da das Polynom F1

Koeffizienten in K hat und K1 den Punkt (0 : 0 : 1) nicht enthält, ist F1 oBdA. gegeben durch

F1(w, x, y) = aw2 + 2bwx+ 2cwy + dx2 + 2exy + y2.

Dann muß gelten {x ∈ L : F1(1, x, x2) = 0} = {s}, das heißt f1(x) := F1(1, x, x2) faktorisiert über
L zu (x− s)4 und f1(x) ist als Polynom in K[x] gegeben durch

f1(x) = x4 − 4sx3 + 6s2x2 − 4s3x+ s4.

Dann ist s ∈ K wegen charK 6= 2.

Man kann also oBdA. annehmen, daß Ka
0 ∩Ka

1 = K0 ∩K1 = S = (0 : 0 : 1) ist. Dann existiert ein
t ∈ K∗, so daß gilt (vgl. Beweis von Satz 20, Teil (2a)):

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2 + tw2}

Die zugehörige Buekenhoutgruppe Gg := Gg(K0) = Γg(K0) ∩ PGL3(K) mit g = [1 : 0 : 0] ist
dann gleich N o 〈I〉, wobei der Normalteiler N induziert wird durch N ′ ≤ GL3(K) und die (nicht
eindeutige) Involution I z.B durch die Matrix I ′ ∈ GL3(K) mit

N ′ =


 1 0 0
c 1 0
c2 2c 1

 ∈ GL3(K) : c ∈ K

 , I ′ =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 .

Es sei für t ∈ K der Kegelschnitt K(t) = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2 + tw2} sowie G(t) der
Stabilisator von K(t) in der PGL3(K). Wir zeigen nun:

(A)
⋂
t∈K

G(t) = Gg

(B) Ist K ′ ein Kegelschnitt mit K ′ 6= K(t) ∀ t ∈ K, so gilt für den Stabilisator GK′ von K ′:

|G0 ∩G1 ∩GK′ | <∞
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Es sei für ein t ∈ K der Punkt (1 : x : y) ∈ K(t), also y = x2 + t. Wegen 1 0 0
c σ 0
c2 2σc 1

 1
x

x2 + t

 =

 1
c+ σx

(c+ σx)2 + t

 ∀ c ∈ K, σ ∈ {±1}

läßt Gg jeden Kegelschnitt K(t) fest. Wegen Gg ⊆
⋂

t∈K G(t) ⊆ G0 ∩ G1 = Gg ist (A) gezeigt.
Betrachte nun einen beliebigen Kegelschnitt K ′ in P2(K). Falls |G0 ∩ G1 ∩ GK′ | = ∞ ist, wähle
man einen Punkt (1 : x : y) auf K ′, der nicht auf [∞] liegt. Es existiert genau ein t ∈ K mit
(1 : x : y) = (1 : x : x2 + t) ∈ K(t). Der Orbit (1 : x : y)G0∩G1∩GK′ kann dann nicht endlich
sein und ist in K(t) enthalten. Da aber infolgedessen K ′ und K(t) unendlich viele Punkte gemein-
sam haben, ist K ′ = K(t). Damit ist Km = {K(t) : t ∈ K} die maximale Kegelschnittmenge,
die unter Gg fest bleibt. Es handelt sich um eine Tangentenschar, sie überdeckt P2(K)\[∞] einfach.

(3) Falls |Ka
0 ∩Ka

1 | = 2 ist, sind im Prinzip drei Fälle zu unterscheiden:

(a) Einer der Schnittpunkte liegt in P2(K), der andere nicht.

(b) Beide Schnittpunkte liegen in P2(K).

(c) Keiner der Schnittpunkte liegt in P2(K).

(3a) Der Fall (a) kann nicht auftreten:

Es sei Ka
0 ∩ Ka

1 = {R,S}, R ∈ P2(K), S 6∈ P2(K). Wegen R ∈ P2(K) ist auch die Tangente
TR in R an K0 in P2(K). OBdA. sei dann R = (1 : 0 : 0) und S = (1 : s : s2) mit s ∈ L\K.
Analog wie in (2) ergibt sich nun, daß K1 die Nullstellenmenge des Polynoms F1(w, x, y) ist mit
F1(1, x, x2) = x2(x− s)2 ∈ K[x]. Dann muß aber s ein Element aus K sein, Widerspruch.

(3b) Der Fall (b) kann natürlich auftreten. OBdA. seien R = (0 : 0 : 1) und S = (1 : 0 : 0) die
beiden Schnittpunkte von K0 und K1. Dem Beweis von Satz 20, Teil (2b), entnimmt man, daß ein
a ∈ K∗\{1} existiert mit

K1 = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = ax2}.

Die zugehörige Buekenhoutgruppe Gg := Gg(K0) = Γg(K0) ∩ PGL3(K) mit g = [0 : 1 : 0] ist
dann gleich N o 〈I〉, wobei der Normalteiler N induziert wird durch N ′ ⊆ GL3(K) und die (nicht
eindeutige) Involution I z.B. durch die Matrix I ′ ∈ GL3(K) mit

N ′ =


 1 0 0

0 d 0
0 0 d2

 ∈ GL3(K) : d ∈ K∗

 , I ′ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

Es sei für t ∈ K∗ der Kegelschnitt K(t) = {(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = tx2} sowie G(t) der
Stabilisator von K(t) in der PGL3(K). Wir zeigen nun:

(A)
⋂
t∈K

G(t) = Gg

(B) Ist K ′ ein Kegelschnitt mit K ′ 6= K(t) ∀ t ∈ K∗, so gilt für den Stabilisator GK′ von K ′:

|G0 ∩G1 ∩GK′ | <∞
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Es sei für ein t ∈ K∗ und ein x ∈ K∗ der Punkt (1 : x : y) ∈ K(t), also y = tx2. Wegen 0 0 1
0 c 0
c2 0 0

 1
x

tx2

 = tx2

 1
c
tx

t( c
tx )2

 ,

 1 0 0
0 d 0
0 0 d2

 1
x

tx2

 =

 1
dx

t(dx)2

 ∀c, d ∈ K∗

läßt Gg jeden Kegelschnitt K(t) fest. Wegen Gg ⊆
⋂

t∈K∗ G(t) ⊆ G0 ∩ G1 = Gg ist (A) gezeigt.
Betrachte nun einen beliebigen Kegelschnitt K ′. Falls |G0 ∩G1 ∩GK′ | = ∞ ist, wähle man einen
Punkt (1 : x : y) auf K ′, der nicht auf [1 : 0 : 0] ∪ [0 : 1 : 0] ∪ [0 : 0 : 1] liegt. Es existiert genau
ein t ∈ K∗ mit (1 : x : y) = (1 : x : tx2) ∈ K(t). Der Orbit (1 : x : y)G0∩G1∩GK′ kann dann nicht
endlich sein und ist in K(t) enthalten. Wegen |K(t) ∩K ′| = ∞ ist deshalb K ′ = K(t).

Damit ist Km = {K(t) : t ∈ K∗} die maximale Kegelschnittmenge, die von Gg festgehalten wird.
Es handelt sich um eine Sekantenschar, sie überdeckt P2(K)\([1 : 0 : 0] ∪ [0 : 1 : 0] ∪ [0 : 0 : 1])
einfach.

(3c) Wir betrachten den Fall, daß beide Schnittpunkte R und S in P2(L)\P2(K) liegen.

Da (0 : 0 : 1) kein Punkt auf Ka
1 ist, ist K1 (und Ka

1 ) gegeben durch ein Polynom F1(w, x, y) ∈
K[w, x, y] mit F1(w, x, y) = aw2 + 2bwx + 2cwy + dx2 + 2exy + y2. Für S := (1 : s : s2) und
R := (1 : r : r2) mit r, s ∈ L\K zerfällt dann das Polynom f1(x) := F1(1, x, x2) ∈ K[x] über L:

f1(x) = a+ 2bx+ (2c+ d)x2 + 2ex3 + x4 = (x− r)2(x− s2)

Es muß f1 über K[x] reduzibel sein, denn wäre f1 irreduzibel, so auch separabel wegen charK 6 |4
(vgl. [8], S.289, A.11). Dann gäbe es aber vier verschiedene Nullstellen von f1 in L und damit vier
verschiedene Schnittpunkte von Ka

1 und Ka
0 . Da die Polynome (x− r)2 und (x− s)2 nicht in K[x]

liegen, muß gelten:

f1(x) = µ2(x), µ(x) = (x− r)(x− s) = x2 − x(r + s) + rs ∈ K[x]

Das über K[x] irreduzible Polynom µ ist das Minimalpolynom von r und s über K, der Fall (c) tritt
also genau dann auf, wenn K[x] irreduzible Polynome vom Grad 2 besitzt. Wegen g := R ∨ S =
[rs : −(r+ s) : 1] ist g eine Gerade in P2(K), die bzgl. K0 und K1 eine Passante ist. Wenn π0 bzw.
π1 die Polaritäten zu K0 bzw. K1 sind, ist der Pol F = gπ0 = gπ1 von g ein Punkt in P2(K), und
zwar bzgl. beider Kegelschnitte ein innerer Punkt. Wegen Hilfssatz 11 kann man deswegen oBdA.
annehmen:

F = (1 : 0 : −α) für ein α ∈ S

Dann ist g = [−α : 0 : 1] = [rs : −(r + s) : 1], also s = −r, α = −rs = r2, r =
√
α 6∈ K. Es ist

dann f1(x) = (x− r)2(x+ r)2 = x4 − 2αx2 + α2 und F1(x) = α2w2 + 2cwy − 2(α+ c)x2 + y2 für
ein c ∈ K mit c2 6= α2.
Es sei für α ∈ S und t ∈ K\{±α} die Matrix Qα(t) gegeben durch

Qα(t) =

α2 0 t

0 −2(α+ t) 0
t 0 1

 .

Man kann die Matrix Q0 des Kegelschnitts K0 als Qα(∞) interpretieren, wenn man die in der
projektiven Geometrie üblichen Rechenregeln für K∞ verwendet, alsoα2 0 t

0 −2(α+ t) 0
t 0 1

 ≡

 α2

t 0 1
0 −2− 2α

t 0
1 0 1

t

 (t=∞)
=

 0 0 1
0 −2 0
1 0 0

 = Q0.
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Für t ∈ K∞\{±α} sei πα(t) die Polarität von P2(K), deren Wirkung auf Punkte durch die Matrix
Qα(t) gegeben ist. Da für gewisse Kombinationen von α und t die Menge A(πα(t)) der absolu-
ten Punkte von πα(t) in P2(K) eventuell leer ist, greifen wir auf die Notationen von Definition 7
zurück: Es sei Π die Menge aller Polaritäten von P2(K) und Π∗ = {π ∈ Π : A(π) 6= ∅}. Weiter
setze Mα := {πα(t) ∈ Π : t ∈ K∞\{±α}} sowie M∗

α = {πα(t) ∈ Mα : πα(t) ∈ Π∗}. Dann exi-
stiert ein c ∈ K\{±α}, so daß der KegelschnittK1 gegeben ist durch die Polarität π1 = πα(c) ∈M∗

α.

Da eine Kollineation aus PGL3(K) einen Kegelschnitt genau dann invariant läßt, wenn sie mit der
zugehörigen Polarität kommutiert, fassen wir die zu K0 und K1 gehörige Buekenhoutgruppe Gg :=
Gg(K0) = Γg(K0)∩PGL3(K) nicht als Stabilisator der Kegelschnitte K0 und K1 auf, sondern als
Zentralisator von π0 und π1. Es ist also Gg wieder ein semidirektes Produkt N o 〈I〉, wobei der
Normalteiler N induziert wird von N ′ ⊂ GL3(K) und I z.B. durch die Matrix I ′ ∈ GL3(K) mit

N ′ =


 a2 2ab b2

αab a2 + αb2 ab

α2b2 2αab a2

 ∈ GL3(K) : a, b ∈ K

 , I ′ =

 0 0 1
0 −α 0
α2 0 0

 .

Es sei für t ∈ K∞\{±α} die Gruppe G(t) gleich dem Zentralisator von πα(t) in der PGL3(K) und
für eine beliebige Polarität π ∈ Π die Gruppe Gπ der Zentralisator von π in der PGL3(K). Wir
zeigen nun:

(A)
⋂

t∈K∞\{±α}

G(t) = Gg

(B) Ist π eine Polarität von P2(K), die für alle t ∈ K∞\{±α} verschieden von πα(t) ist, so
gilt: |G0 ∩G1 ∩Gπ| <∞

(C) Wenn K ′ ein Kegelschnitt in P2(K) ist mit dem Stabilisator GK′ < PGL3(K) und mit
|G0 ∩G1 ∩GK′ | = ∞, so ist K ′ die Menge der absoluten Punkte einer Polarität aus M∗

α.

Es sei A eine Matrix aus N ′. Dann gilt für alle t ∈ K∞\{±α}:

AtQα(t)A = (a2 − αb2)Qα(t)

Für die Matrix I ′ gilt ebenfalls für alle t ∈ K∞\{±α}:

I ′tQα(t)I ′ = α2Qα(t).

Deshalb kommutiert jede Kollineation γ ∈ Gg mit πα(t) für t ∈ K∞\{±α}. Wegen

Gg ⊆
⋂

t∈K∞\{±α}

G(t) ⊆ G0 ∩G1 = Gg

ist (A) gezeigt.

Betrachte nun eine beliebige Polarität π ∈ Π mit |Gg ∩Gπ| = ∞ und den zugehörigen Kegelschnitt
Ka

π im algebraischen Abschluß. Wegen |Gg ∩Gπ| = ∞ und [Gg : N ] = 2 gilt auch |N ∩Gπ| = ∞,
d.h. jede Kollineation aus N ∩Gπ fixiert die Punkte R,S und F . Hätte Ka

π mit Ka
0 einen Schnitt-

punkt verschieden von R und S, so wäre |N ∩Gπ| <∞, da die Kollineationsgruppe Γ0 von Ka
0 in

der PGL3(L) scharf dreifach transitiv auf Ka
0 operiert und N enthält sowie Ka

π ∩Ka
0 endlich ist.

Also ist Ka
π ∩Ka

0 ⊆ {R,S}. Die zwei Kegelschnitte können sich nicht nur in einem Punkt, etwa R,
schneiden, denn Ka

π hat eine Gleichung mit Koeffizienten in K und dann müßte R ∈ P2(K) sein
(vgl. (2)). Also gilt: Ka

π ∩Ka
0 = {R,S}. Dann muß Ka

π dieselben Tangenten wie Ka
0 in R und S
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haben (vgl. Beweis von Satz 20, Teil (2b)), das heißt, π ∈Mα, wie man sich leicht klarmacht. Also
ist (B) gezeigt. Die Behauptung (C) folgt dann aus (B), wenn man K ′ als Menge der absoluten
Punkte einer Polarität beschreibt.

Für πα(t) ∈ M∗
α setze nun A(πα(t)) =: Kα(t). Dann ist Km := {Kα(t) : πα(t) ∈ M∗

α} die ma-
ximale Kegelschnittmenge, die unter Gg festbleibt. Es handelt sich um eine Passantenschar, die
P2(K)\{F, g} einfach überdeckt, wie man leicht nachrechnet.

(4) Nun wenden wir uns den projektiven Äquivalenzklassen von Kegelschnittscharen in P2(K) zu.
Es sei unter Verwendung der Notationen aus Definition 10:

K0 := {K0(t) :=
{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = x2 + tw2} : t ∈ K

}
K1 := {K1(t) :=

{
(w : x : y) ∈ P2(K) : wy = tx2} : t ∈ K∗

}
Für αi ∈ S sei Kαi

(t) := {(w : x : y) ∈ P2(K) : α2
iw

2 + 2twy − 2(αi + t)x2 + y2 = 0}
und damit dann

Kαi
:= {Kαi

(t) : t ∈ K∞\{±αi}, Kαi
(t) 6= ∅} für αi ∈ S.

Alle diese Scharen enthalten den Standardkegelschnitt K0. Betrachte nun eine beliebige Kegel-
schnittschar K = {Kj : j ∈ J}. Sie ist durch die Wahl eines Kegelschnitts Kj0 aus K und eine
Gerade g in P2(K) eindeutig bestimmt. Da die PGL3(K) transitiv auf den Kegelschnitten in P2(K)
operiert, existiert ein γ1 ∈ PGL3(K) mit Kγ1

j0
= K0. Die Gerade gγ1 liegt dann in einem Orbit

Bπ0
i des Stabilisators G0 von K0 (vgl. Definition 11). Es existiert also ein γ2 ∈ G0, so daß die

Kollineation γ := γ2 ◦ γ1 die Gerade g auf einen Repräsentanten gαi
der Geradenorbits von G0

abbildet und Kj0 auf K0. Damit ist Kγ = Kαi
für ein αi ∈ S0.

Betrachte nun, falls S 6= ∅ ist, die Scharen Kαi , die den Nichtquadratzahlen in K entsprechen.
Die Kegelschnitte aus Kαi

werden nun einer Umformung unterzogen, so daß die Gleichungen der
Kegelschnitte aus Kαi

durch einfachere Gleichungen projektiv äquivalenter Kegelschnitte ersetzt
werden können (zu dan Notationen vgl. (3c)). Es sei α ∈ S und τ die Kollineation, die durch die
Matrix T mit

T =

α 0 −1
0 2α 0
α 0 1


induziert wird. Die Schar Kα ist gekennzeichnet durch g = [−α : 0 : 1] und F = (1 : 0 : −α). Es ist
gτ = [1 : 0 : 0] = [∞] und F τ = (1 : 0 : 0). Wegen

(T−1)tQα(t)T−1 ≡

− t−α
t+α 0 0
0 − 1

α 0
0 0 1

 für t ∈ K\{±α}

und

(T−1)tQα(∞)T−1 ≡

−1 0 0
0 − 1

α 0
0 0 1


wird die Menge der PolaritätenMα bijektiv abgebildet auf die MengeMτ

α := {π′α(r) ∈ Π : r ∈ K∗},
wobei die Polarität π′α(r) gegeben ist durch die Matrix

Q′α(r) =

−r 0 0
0 − 1

α 0
0 0 1

 .

92



Dann istKτ
α =

{
K ′

α(r) = {(w : x : y) ∈ P2(K) : −rw2 − 1
αx

2 + y2 = 0} : r ∈ K∗, K
′
α(r) 6= ∅

}
. Die

konjugierte Buekenhoutgruppe Gτ
g = Nτ o 〈Iτ 〉 wird induziert von den (normierten) Matrizen aus

TN ′T−1 bzw. der Matrix TI ′T−1, wobei gilt:

K∗ · TN ′T−1 = K∗ ·


 1 0 0

0 u αv

0 v u

 ∈ GL3(K) : u2 − αv2 = 1

 , T I ′T−1 ≡

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1


Falls K = R ist, ist α = −1. In der affinen reellen Ebene mit unendlich ferner Gerade [1 : 0 : 0]
besteht dann Kτ

α aus allen konzentrischen Kreisen um (0, 0), die Buekenhoutgruppe Gτ
g ist – affin

interpretiert – die Gruppe O2(R) mit den Drehungen um den Nullpunkt als Normalteiler. �
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2.2 Nichtsinguläre Kurven vom Grad ≥ 3

Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 6= 2 und C eine irreduzible
nichtsinguläre Kurve in P2(L). Es sei ΓC der Stabilisator von C in der linearen Kollineationsgruppe
PGL3(L) und Aut(C) die Automorphismengruppe von C im Sinne der algebraischen Geometrie.
Man kann die Wirkung einer Kollineation γ ∈ ΓC auf der projektiven Ebene vernachlässigen und
die Einschränkung γ̂ := γ|C betrachten. Dann ist γ̂C := {γ̂ : γ ∈ ΓC} eine Untergruppe von
Aut(C). Für |Aut(C)| <∞ ist dann sicher auch |ΓC | <∞.
Es habe die Kurve C den Grad n ≥ 3. Da C nichtsingulär und irreduzibel ist, gilt für den Genus
g von C:

g =
1
2
(n− 1)(n− 2)

Es ist allgemein bekannt, daß irreduzible nichtsinguläre Kurven vom Genus ≥ 2 eine endliche
Automorphismengruppe haben. Also müssen wir lediglich Kurven vom Grad 3 untersuchen. Es ist
dann Aut(C) eine unendliche Gruppe (vgl. etwa [6], S. 321ff.). Für ΓC gilt das allerdings nicht,
wie der folgende Satz zeigt:

SATZ 23 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charL 6= 2 und C ⊂ P2(L) eine
irreduzible nichtsinguläre algebraische Kurve vom Grad n ≥ 3. Dann ist der Stabilisator ΓC von C
in der PGL3(L) eine endliche Gruppe.

Beweis:
Aufgrund der vorherigen Bemerkungen sind nur Kurven vom Grad 3 zu untersuchen. Betrachte
zuerst denn Fall charL 6= 3. Es hat dann C neun paarweise verschiedene Wendepunkte (vgl. [15],
Cor. 10.8., S.70, in Verbindung mit Kap. 19, S. 153). Unter diesen muß es vier Punkte geben, die
ein nichtentartetes Viereck bilden, denn eine Kurve vom Grad 3 schneidet eine beliebige Gerade
höchstens dreimal. Die Gruppe ΓC muß dann auf diesen Wendepunkten operieren, hat also einen
Normalteiler N von endlichem Index, der diese neun Punkte, darunter ein Viereck, festläßt. Dann
ist aber N trivial und somit ΓC endlich.

Betrachte nun den Fall charL = 3. Affin hat C oBdA. die Gleichung y2 = x(x − 1)(x − t) für ein
t ∈ L\{0, 1} (vgl. [6], Prop. 4.6., S. 319). Projektiv ist C dann die Nullstellenmenge des Polynoms
F mit

F (w, x, y) = wy2 − x3 + (t+ 1)wx2 − tw2x.

Es sei

h(w, x, y) :=

∣∣∣∣∣∣∣
∂2F
∂w2

∂2F
∂w∂x

∂2F
∂w∂y

∂2F
∂w∂x

∂2F
∂x2

∂2F
∂x∂y

∂2F
∂w∂y

∂2F
∂x∂y

∂2F
∂y2

∣∣∣∣∣∣∣ ∈ L[w, x, y]

und H ⊂ P2(L) die Nullstellenmenge von h. Sie ist unter dem Namen Hessekurve von C bekannt.
Läßt eine Kollineation γ ∈ PGL3(L) die Kurve C invariant, so auch die Hessekurve von C. Für
unser Polynom F ist

h(w, x, y) = w
(
t2w2 − t(t+ 1)wx+ (t+ 1)2x2 + (t+ 1)y2

)
und damit H reduzibel mit einer linearen Komponente w = 0. Die Gerade [∞] = [1 : 0 : 0]
wird demnach von jedem γ ∈ ΓC auf sich selbst abgebildet, ΓC ist also eine Untergruppe des
Stabilisators dieser Geraden in der PGL3(L). Die Kurve C muß diese Gerade mindestens einmal
schneiden. Wir unterscheiden jetzt die Fälle t = −1 und t 6= −1:
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Für t = −1 ist
F (w, x, y) = wy2 − x3 + w2x

h(w, x, y) = w3

C ∩ [1 : 0 : 0] = (0 : 0 : 1) =: S

Der Schnittpunkt S von C mit [1 : 0 : 0] muß von jedem γ ∈ ΓC fixiert werden, also wird γ ∈ ΓC

induziert von einer Matrix A ∈ GL3(L) mit

A−1 =

 a 0 0
b c 0
d e 1

 , ac 6= 0.

Es muß dann F ≡ F ◦A−1 sein mit

(F ◦A−1)(w, x, y) = (ad2−b3+a2b)w3+(2ade+a2c)w2x+2adw2y+ae2wx2+awy2+2aewxy−c3x3.

Ein Koeffizientenvergleich mit F ergibt zuerst d = e = 0 und somit dann (1 : −1 : 1) =
(a : −c3 : a2c) = (1 : − c3

a : ac) sowie b(a2 − b2) = 0. Damit folgt c = 1
a und a4 = 1, weiter

b ∈ {0,±a}. Also ist ΓC für t = −1 endlich.

Für t 6= −1 sei Kt := {(w : x : y) ∈ P2(L) : t2w2 − t(t + 1)wx + (t + 1)2x2 + (t + 1)y2 = 0} der
(eventuell entartete) Kegelschnitt, der die von [1 : 0 : 0] verschiedene Komponente der Hessekurve
H ist. Die Punkte P = (0 : 1 :

√
2− t) und Q = (0 : 1 : −

√
2− t) sind dann zwei verschiedene

Schnittpunkte von Kt mit [∞], weiter ist S = (0 : 0 : 1) der Schnittpunkt von C mit [∞]. Wenn
|ΓC | = ∞ ist, hat ΓC einen Normalteiler N vom Index 2, so daß |N | = ∞ ist und ∀ γ ∈ N

gilt: P γ = P, Qγ = Q, Sγ = S, Kγ
t = Kt. Somit besteht N einerseits aus Perspektivitäten mit

Achse [∞], da jedes γ ∈ N drei Punkte, also alle Punkte auf [∞] fest läßt. Andererseits ist N
eine Untergruppe des Stabilisators ΓKt des Kegelschnitts Kt. Ist Kt entartet, so besteht Kt aus
zwei verschiedenen2 Geraden, etwa g und h, die sich in einem Punkt R 6∈ [∞] schneiden, d.h. ΓC

ist eine Untergruppe der Menge der Perspektivitäten mit Zentrum R und Achse [∞]. Dann hat
jeder Punkt außerhalb R ∪ [∞] eine kollineare Bahn. Da aber auf C jeweils höchstens drei Punkte
kollinear sein können, ist ΓC endlich.
Ist Kt nichtentartet, so muß N eine Untergruppe der Buekenhoutgruppe Γ[∞](Kt) sein (vgl. Defi-
nition 8). Diese enthält aber nur eine Perspektivität mit Achse [∞], wie man sich leicht überlegt.
Also folgt |ΓC | <∞. �

2.3 Kurven mit Singularitäten

2.3.1 Klassifikation der singulären Kurven mit unendlichem Stabilisator

über einem algebraisch abgeschlossenen Körper

In diesem Kapitel werden alle irreduziblen singulären algebraischen Kurven C in P2(L) mit un-
endlicher Kollineationsgruppe ΓC < PGL3(L) klassifiziert. Es hat dann C den Grad n ≥ 3. Der
Körper L ist dabei algebraisch abgeschlossen und es ist charL 6= 2. Eine vollständige Liste der
möglichen Kurventypen findet sich am Kapitelende im Satz 29. Um diesen Satz zu erhalten, wird
einen Reihe von Hilfssätzen benötigt. Die Beweise dieser Hilfssätze stützen sich hauptsächlich auf
die Betrachtung der geometrischen Konstellation der Singularitäten und auf elementare Eigen-
schaften algebraischer Kurven.

2Es kann Kt keine Doppelgerade sein wegen Kt 6= [∞] und |Kt ∩ [∞]| = 2.
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Betrachte eine irreduzible algebraische Kurve C ⊂ P2(L) über einen algebraisch abgeschlossenen
Körper L mit charL 6= 2 als Nullstellenmenge des homogenen Polynoms F vom Grad n ≥ 3 mit

F (w, x, y) =
∑

ai,j,kw
ixjyk.

Ist etwa der Punkt S := (1 : 0 : 0) eine Singularität von C, so existiert ein s ∈ {2, . . . , n− 1} mit

F (w, x, y) = wn−sfs(x, y) + wn−s−1fs+1(x, y) + . . .+ wfn−1(x, y) + fn(x, y).

Dabei sind die fi ∈ L[x, y] homogene Formen vom Grad i und fs sowie fn vom Nullpolynom
verschieden. Die Singularität (1 : 0 : 0) heißt s-facher Punkt von C. Die Form fs zerfällt in
Linearfaktoren, da L algebraisch abgeschlossen ist:

fs(x, y) =
s∏

i=1

(aix+ biy)

Die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Geraden Ti = [0 : ai : bi], die durch diese Linearfak-
toren definiert sind, nennt man die Tangenten von S. Für jede von diesen Tangenten verschiedene
Gerade g durch S gilt für deren Schnittmultiplizität m mit C in S: m(C, S, g) = s. Für die Tan-
genten Ti gilt jeweils m(C, S, Ti) ≥ s+ 1, genauer:

m(C, S, Ti) = s+ k + 1 ⇔ aix+ biy|fs+1, . . . , aix+ biy|fs+k, aix+ biy 6 |fs+k+1

Eine irreduzible singuläre algebraische Kurve C kann nur endlich viele Singularitäten haben. Die
Kollineationsgruppe ΓC < PGL3(L) einer solchen Kurve muß dann auf dieser endlichen Menge
der Singularitäten operieren. Falls nun ΓC eine unendliche Gruppe ist und N der Normalteiler von
ΓC , der die Menge der Singularitäten punktweise festläßt, so hat, da ΓC/N eine endliche Gruppe
ist, N in ΓC endlichen Index, also ist auch N eine unendliche Gruppe.
Da jede lineare Kollineation von P2(L), die vier Punkte (in allgemeiner Lage) festläßt, bereits die
Indentität ist, kann demnach die Singularitätenkonstellation von C nicht allzu kompliziert sein.
Außerdem ist klar, daß die Gruppenstruktur des Normalteilers N umso einfacher wird, je größer
die Anzahl der Singularitäten ist.
Der Normalteiler N ist nicht die einzige Untergruppe von ΓC , die später betrachtet werden wird.
Gemeinsam ist diesen Untergruppen allerdings, daß sie unendliche Gruppen sind.

BEMERKUNG und DEFINITION 12 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit
charL 6= 2 und C eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L), die mindestens
eine Singularität hat. Für den Stabilisator ΓC von C gelte:

|ΓC | = ∞

Wir betrachten die Menge S := {S1, . . . , Sν} (ν ∈ N) der Singularitäten von C und für jedes
i ∈ {1, . . . , ν} die Menge Ti := {Ti1, . . . , Tiρi} (ρi ∈ N) der Tangenten von Si. Die Gruppe ΓC

operiert nicht nur auf den Punkten von S, sondern auch auf der Menge der Geraden aus
TS :=

⋃ν
i=1 Ti. Es sei nun

N ≤ ΓC der punktweise Stabilisator von S und
M ≤ N der geradenweise Stabilisator von TS .

Es gilt:
M CN, M,N C ΓC

[ΓC :N] <∞, [N : M ] <∞, [ΓC : M ] = [ΓC : N ][N : M ] <∞
|M | = |N | = |ΓC | = ∞
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Wir betrachten außerdem eine beliebige Untergruppe H der PGL3(L) und für X ∈ {M,N} die
Gruppe U := H ∩X. Falls |H ∩ ΓC | = ∞ ist, folgt:

|U | = ∞

DEFINITION 13 Es seien n, k ∈ N mit n ≥ 3, 1 ≤ k ≤ n− 1, (k, n) = 1. Die Nullstellenmenge
des Polynoms

Fn,k(w, x, y) = wn−kyk − xn

bezeichnen wir mit Cn,k. Eine Kurve C in P2(L), die projektiv äquivalent ist zu einer Kurve
Cn,k, heißt verallgemeinerte Parabel. Da dieser Begriff später sehr häufig auftaucht, kürzen wir
ihn ab mit VP-Kurve. Man kann oBdA. k < n− k annehmen, denn eine Kurve mit der Gleichung
wn−kyk − xn = 0 ist projektiv äquivalent zu einer Kurve mit der Gleichung wkyn−k − xn = 0.

VP-Kurven sind irreduzibel und besitzen Kollineationsgruppen von unendlicher Ordnung, wie der
folgende Satz zeigt:

HILFSSATZ 24 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charL 6= 2 und C eine
irreduzible algebraische Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L). Die Menge S der Singularitäten von C

enthalte mindestens einen Punkt und der Stabilisator ΓC von C sei eine unendliche Gruppe.
Dann gilt:

(I) Falls unendlich viele Elemente aus ΓC ein (nichtentartetes) Dreieck festlassen, ist C eine
VP-Kurve.

(II) Wenn C projektiv äquivalent ist zu Cn,k, so ist ΓC konjugiert zu Γn,k := ΓCn,k
. Die Gruppe

Γn,k wird induziert von folgender Untergruppe der GL3(L):

(a) charL = p, k = 1, n = pN für ein N ∈ N :
 1 0 0

r t 0
rpN

0 tp
N

 ∈ GL3(L) : r ∈ L, t ∈ L∗


(b) in allen anderen Fällen:

 1 0 0
0 tk 0
0 0 tn

 ∈ GL3(L) : t ∈ L∗


Beweis:
(1) Es sei ∆ ein nichtentartetes Dreieck, das von unendlich vielen Elementen aus ΓC festgelassen
wird, weiter Γ∆ der Stabilisator3 von ∆ in der PGL3(L) sowie H ≤ Γ∆ die Menge der Kollinea-
tionen, die die drei Ecken von ∆ punktweise festlassen. Wegen Γ∆/H ∼= Σ3 und |Γ∆ ∩ ΓC | = ∞
folgt (vgl. Bem. 12):

|H ∩ ΓC | = ∞.

Man kann oBdA. annehmen, daß ∆ das Einheitsdreieck ist mit Ecken {E1, E2, E3} =
{(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)}. Dann wird H induziert von

H ′ =

h′(λ, µ) =

 1 0 0
0 λ 0
0 0 µ

 ∈ GL3(L) : λ, µ ∈ L∗

 ≤ GL3(L).

3Die Ecken von ∆ können hier von Kollineationen aus Γ∆ nichttrivial permutiert werden.
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Es sei h(λ, µ) ∈ H die von der linearen Abbildung h′(λ, µ) induzierte Kollineation. Wegen Bemer-
kung 12 ist U := H ∩M von unendlicher Mächtigkeit.
Wir setzen I := {(λ, µ) ∈ L∗ × L∗ : h(λ, µ) ∈ U}.

(2) Wir betrachten nun das Polynom F (w, x, y) ∈ L[w, x, y], dessen Nullstellenmenge C ist:

F (w, x, y) =
∑

ai,j,kw
ixjyk

Die Menge aller Tripel (i, j, k) mit i, j, k ∈ N0 und i+ j + k = n bezeichnen wir mit In.

Wenn h(λ, µ) ∈ ΓC ist, ist auch h(λ−1, µ−1) ∈ ΓC . Andererseits ist Ch(λ−1,µ−1) die Nullstellen-
menge des Polynoms

F (w, λx, µy) =
∑

ai,j,kλ
jµkwixjyk.

Also folgt:
∀(λ, µ) ∈ I ∃! c(λ, µ) ∈ L∗ :

c(λ, µ)
∑
ai,j,kw

ixjyk =
∑
ai,j,kλ

jµkwixjyk

bzw.

(A)

{
∀(λ, µ) ∈ I ∃! c(λ, µ) ∈ L∗ :

∀ (i, j, k) ∈ In : ai,j,kc(λ, µ) = ai,j,kλ
jµk

(3) Die Singularitäten von C müssen in die Ecken von ∆ hineinfallen und die Tangenten der
Singularitäten können nicht verschieden von den Kanten des Dreiecks ∆ sein:

Würde eine Singularität der Kurve C außerhalb von ∆ liegen, so wäre |U | = 1, denn es gibt keine
nichttriviale Kollineation, die ein nichtentartetes Viereck festläßt.

Sei nun P ein Punkt aus ∆\{E1, E2, E3} =: ∆∗ und ΓP der Stabilisator von P in der PGL3(L). Es
muß |U ∩ ΓP | ≤ n sein, denn U ∩ ΓP besteht aus Homologien, die dasselbe Zentrum und dieselbe
Achse haben. Für jeden Punkt Q ∈ P2(L)\∆ ist dann QU∩ΓP eine Menge kollinearer Punkte und
es ist |QU∩ΓP | = |U ∩ ΓP | (eine Homologie ist durch das Bild eines Punktes außerhalb der Achse
und verschieden vom Zentrum eindeutig bestimmt). Da die Kurve sicher Punkte außerhalb von ∆
hat, andererseits jede Gerade nur höchstens n-mal schneiden kann, folgt:

∀ P ∈ ∆∗ : |U ∩ ΓP | ≤ n (∗)

Hätte nun C eine Singularität S auf ∆∗, so wäre U = U ∩ ΓS endlich, ein Widerspruch. Weiter
folgt, daß die Tangenten einer Singularität nicht verschieden von den Dreieckskanten sein können,
sonst würde nämlich eine solche Tangente eine der Kanten außerhalb der Ecken in einem Punkt P
schneiden. Es wäre dann U ∩ ΓP = U endlich, wieder ein Widerspruch.

(4) Die Schnittpunkte von C mit ∆ müssen in die Ecken von ∆ hineinfallen:

Angenommen, C∩∆∗ 6= ∅. Das heißt, es gibt eine Dreieckskante g von ∆ mit g∩C = {P1, . . . , Pr} ⊂
∆∗, r ≥ 1. Es sei Y der punktweise Stabilisator der Menge {P1, . . . , Pr} in U . Die Gruppe Y ist
ein Normalteiler in U von endlichem Index, da U auf {P1, . . . , Pr} operiert. Wegen [U : Y ] < ∞
ist |Y | = ∞, ein Widerspruch (vgl. (∗)).
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(5) Nun wird gezeigt, daß die von λ und µ abhängige Konstante c(λ, µ) aus (A) gleich µk0 sein
muß für ein k0 ∈ {1, . . . , n− 1}:

Man kann oBdA. annehmen, daß E1 = (1 : 0 : 0) und E3 = (0 : 0 : 1) auf C sind, denn für
jede beliebige Gerade g in P2(L) ist |C ∩ g| ≥ 1. Wegen (2) und (4) muß dann die Gleichung
F (w, 0, y) = 0 genau die zwei nichttrivialen Lösungen w = 0 6= y und w 6= 0 = y haben. Deshalb
existiert ein k0 ∈ {1, . . . , n− 1} mit

n∑
i=0

an−i,0,iw
n−iyi = an−k0,0,k0w

n−k0yk0 , an−k0,0,k0 6= 0.

Mit (A) ergibt sich:

(B)

{
∀ (λ, µ) ∈ I : c(λ, µ) = µk0

∀ (λ, µ) ∈ I, ∀ (i, j, k) ∈ In : aijkµ
k0 = ai,j,kλ

jµk

(6) Betrachte den Fall E2 = (0 : 1 : 0) 6∈ C:

Es ist dann a0,n,0 6= 0 und mit (B) schließlich

µk0 = λn ∀ (λ, µ) ∈ I.

Das impliziert, daß der Punkt (1 : λ : µ) ∈ P2(L) auf der VP-Kurve Cn,k0 liegt für jedes (λ, µ) ∈ I.
Nimmt man weiter oBdA. an, daß der Punkt (1 : 1 : 1) auf C liegt, so folgt wegen 1 0 0

0 λ 0
0 0 µ

 1
1
1

 =

 1
λ

µ

 ,

daß der Punkt (1 : λ : µ) auch auf C liegt für alle (λ, µ) ∈ I. Da |I| = ∞ ist und C irreduzibel
vorausgesetzt war, sind C und Cn,k0 gleich, da Cn,k0 die Nullstellenmenge eines Polynoms vom
Grad n ist (Satz von Bézout).

(7) Wir zeigen nun, daß der Fall E2 = (0 : 1 : 0) ∈ C nicht eintreten kann.

Angenommen, E2 ist ein s-facher Punkt von C mit s ∈ {1, . . . , n− 1}, dann folgt:

F (w, x, y) =
n∑

k=s

xn−kfk(w, y)

mit homogenen Formen fk vom Grad k sowie fs 6= 0. Die Form fs zerfällt in Linearfaktoren, etwa

fs(w, y) =
s∏

i=1

(biw + ciy), (bi, ci) 6= (0, 0).

Die Tangenten an E2 sind gegeben durch Li = [bi : 0 : ci]. Für s ≥ 2 ist E2 eine Singularität, also
sind die Tangenten enthalten in {[1 : 0 : 0], [0 : 0 : 1]} (vgl. (3)). Für s = 1 hat der einfache Punkt
E2 nur eine Tangente, diese ist auch enthalten in {[1 : 0 : 0], [0 : 0 : 1]}, denn wenn E2 von jedem
h(λ, µ) ∈ U festgelassen wird, wird auch die Tangente an E2 festgelassen. Man argumentiere weiter
mit (∗). Es folgt:

∃i0 ∈ {0, . . . , s} : fs(w, y) =
s∑

i=0

ai,n−s,s−iw
iys−i = ai0,n−s,s−i0w

i0ys−i0 , ai0,n−s,s−i0 6= 0
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Mit (B) folgt:
µk0 = λn−sµs−i0 ∀ (λ, µ) ∈ I

Wir nehmen nun wieder an, daß (1 : 1 : 1) ∈ C ist und unterscheiden die Fälle k0 = s − i0 sowie
k > s− i0 und k0 < s− i0:

Falls k0 = s− i0 ist, ist λn−s = 1 ∀ (λ, µ) ∈ I. Dann gibt es nur endlich viele λ ∈ L∗ mit (λ, µ) ∈ I
für ein µ ∈ L∗. Wegen |I| = ∞ findet sich also ein λ0 ∈ L∗ mit λn−s

0 = 1, zu dem unendlich viele
µ ∈ L∗ existieren mit (λ0, µ) ∈ I. Betrachtet man die Menge aller Kollineationen h(λ0, µ) ∈ U

bzw. die Menge
H0 :=

{
(h(λ0, µ))o(λ0) = h(1, µo(λ0)) : (λ0, µ) ∈ I

}
⊆ U,

so muß diese Menge unendlich viele Elemente enthalten, ansonsten gäbe es nämlich ein t ∈ L∗, so
daß das Polynom xo(λ0) − t ∈ L[x] unendlich viele Nullstellen hätte. Die Kollineationen aus H0

sind Homologien mit Zentrum (0 : 0 : 1) und Achse [0 : 0 : 1], ein Widerspruch (vgl. (3)).

Falls k0 + i0− s = n− s =: l > 0 ist, erfüllt jedes Paar (λ, µ) ∈ I die Gleichung λl = µl. Betrachtet
man die Menge aller Kollineationen h(λ, µ) ∈ U bzw. die Menge

H1 :=
{
(h(λ, µ))l : (λ, µ) ∈ I

}
⊆ U,

so muß auch diese Menge unendlich viele Elemente enthalten. Denn wäre |H1| < ∞, so gäbe es
ein t ∈ L∗ mit |{(λ, µ) ∈ I : λl = t = µl}| = ∞, ein Widerspruch dazu, daß das Polynom
xl − t ∈ L[x] nur endlich viele Nullstellen haben kann. Damit haben wir aber unendlich viele
Homologien (h(λ, µ))l ∈ U , diesmal mit Zentrum (1 : 0 : 0) und Achse [1 : 0 : 0], derselbe
Widerspruch wie oben.

Falls n−s 6= k0 + i0−s > 0 ist, setze l := k0 + i0−s, m := n−s. Für jedes Paar (λ, µ) ∈ I ist dann
der Punkt (1 : λ : µ) auf der Kurve C, andererseits auf einer (nicht notwendigerweise irreduziblen)
Kurve Ĉ mit der Gleichung

wm−lyl = xm für l < m

yl = wl−mxm für l > m.

Für l < m = n − s < n oder n > l > m ergibt sich sofort ein Widerspruch zum Satz von Bézout
wegen |I| = ∞.
Für n = l > m muß Ĉ = C sein, aber Ĉ enthält nicht den Punkt (0 : 0 : 1).
Für n < l, l > m muß C eine Komponente von Ĉ sein, Ĉ müßte also auch hier den Punkt (0 : 0 : 1)
enthalten, Widerspruch.

Falls k0 + i0 − s < 0 ist, setze l := −(k0 + i0 − s) > 0, m := n− s. Für jedes Paar (λ, µ) ∈ I liegt
dann der Punkt (1 : λ : µ) auf der Kurve C, andererseits auf einer Kurve Ĉ mit der Gleichung

wm+l = xmyl.

Diese Kurve hat den Grad n−k0−i0 < n, da k0 > 0 ist. Ein Widerspruch zur Irreduzibilität von C.

(8) Die Kurve C hat also wegen (6) und (7) die Gleichung

wn−kyk = xn für ein k := k0 ∈ {1, . . . , n− 1}

und ist deswegen eine VP-Kurve Cn,k. Für (n, k) > 1 ist C reduzibel, also sind n und k teilerfremd.
Man sieht sofort, daß für jeden Punkt (1 : λ : µ) ∈ C mit λµ 6= 0 die Kollineation h(λ, µ) die Kurve
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festläßt. Da man Cn,k parametrisieren kann, und zwar

Cn,k = {(1 : tk : tn) ∈ P2(L) : t ∈ L} ∪ {(0 : 0 : 1)},

wird U induziert von 
 1 0 0

0 tk 0
0 0 tn

 ∈ GL3(L) : t ∈ L∗

 .

Für k > 1 ist die Menge der Singularitäten von Cn,k gleich {(0 : 0 : 1), (1 : 0 : 0)}. Dabei ist
(0 : 0 : 1) ein (n−k)-facher Punkt mit (genau einer) Tangente [∞] und (1 : 0 : 0) ein k-facher Punkt
mit (genau einer) Tangente [0 : 0 : 1]. Wegen n− k 6= k ist deshalb ΓC = Γ∆ ∩ ΓC = H ∩ ΓC = U .

Für k = 1 ist – bis auf den Sonderfall n = pN in Charakteristik p – der Punkt (1 : 0 : 0) der einzige
Wendepunkt von Cn,k mit Tangente [0 : 0 : 1]. Die Kurve hat dann nur eine Singularität (0 : 0 : 1)
mit nur einer Tangente [∞]. Deshalb ist auch hier ΓC = Γ∆ ∩ ΓC = H ∩ ΓC = U .

Für k = 1, charL = p, n = pN für ein N ∈ N hat die Kurve einen Knoten P = (0 : 1 : 0), also einen
Punkt, in dem sich alle Tangenten an C treffen. Es gibt genau eine Singularität S = (0 : 0 : 1),
und die hat genau eine Tangente, nämlich [∞]. Die volle Gruppe ΓC muß also S und P festlassen.
Daß ΓC genau die in (IIa) angegebene Gruppe ist, bestätigt man leicht durch Nachrechnen. �

Für die Menge S = {S1, . . . , Sn} der Singularitäten einer singulären irreduziblen Kurve C, die keine
VP-Kurve ist und für die |ΓC | = ∞ gilt, folgt aus dem eben bewiesenen Satz, daß in S kein Drei-
eck enthalten sein kann. Das legt die nächste Frage nahe: Wenn C keine VP-Kurve ist, kann dann
ΓC mit dem Stabilisator zweier Punkte (in der PGL3(L)) unendlich viele Kollineationen gemein-
sam haben? Im nächsten Satz wird gezeigt, daß das nur im Falle endlicher Charakteristik möglich
ist und auch da nur für einen speziellen Kurventyp, der in der folgenden Definition eingeführt wird.

DEFINITION 14 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p 6= 2 und
C ⊆ P2(L) die Nullstellenmenge der Gleichung

F (w, x, y) = wn−1y +
N∑

i=1

wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

)

mit n = pN für ein N ∈ N sowie (ai, bi) ∈ L × L, (aN : bN ) ∈ {(0 : 1), (1 : 0)}. Eine Kurve C in
P2(L), die projektiv äquivalent ist zu einer Kurve C, heißt Translationskurve.

Eine Kurve C hat genau eine Singularität4 S, diese wiederum hat genau eine Tangente, nämlich
[∞]. Der Punkt (0 : 1 : 0) ist ein Knoten von C, d.h. dort treffen sich alle Tangenten von C.
Man kann [∞] als unendlich ferne Gerade bzgl. einer affinen Ebene auffassen. Betrachtet man die
zugehörige affine Kurve, in diesem Fall C\{S} als Nullstellenmenge der Gleichung F (1, x, y) = 0,
so gibt es unendlich viele Translationen in dieser affinen Ebene, die C\{S} festlassen. Daher der
Name.
Eine Kurve, die die Nullstellenmenge eines Polynoms F wie in Definition 14 ist, ist nicht notwen-
digerweise irreduzibel (etwa ai = 0 ∀i = 1, . . . , N). Außerdem erhält man für gewisse Koeffizien-
tenkonstellationen VP-Kurven: Die Kurve CpN ,1 für charL = p beispielsweise ist ein Spezialfall
einer solchen Translationskurve. Sie besteht im Affinen aus den Punkten {(t, tpN

) : t ∈ L} und

4Für aN 6= 0 = bN ist S = (0 : 0 : 1), für aN = 0 6= bN ist S = (0 : 1 : 0).
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jede Translation τv mit v = (u, upN

) für ein u ∈ L operiert auf diesen Punkten.
Es gibt aber auf jeden Fall Kurven C, die irreduzibel und keine VP-Kurven sind: Das Polynom
F (w, x, y) = wp2−1y + wpxp + yp2

ist irreduzibel, was man folgendermaßen einsieht:
Das Polynom F ist genau dann irreduzibel, wenn f(x, y) = F (1, x, y) irreduzibel ist (vgl. [15], S.18,
Thm. 3.18). Faßt man nun f(x, y) ∈ L[x, y] als Polynom in x über dem Körper L(y) auf und setzt
man a := −y − yp2

, so liegt das Polynom xp − a ∈ (L(y)) [x] vor. Da a keine p-te Potenz in L(y)
ist, ist dieses Polynom irreduzibel über L(y) (vgl. [11], S.297, Thm. 9.1). Dann liegt über L[y] erst
recht Irreduzibilität vor.
Daß diese Kurve keine VP-Kurve ist, ergibt sich aus der Tatsache, daß alle Tangenten durch
(0 : 1 : 0) gehen und F ((0 : 1 : 0)) = 0 ist. Wenn bei VP-Kurven alle Tangenten durch einen Punkt
gehen, liegt dieser aber nicht auf der Kurve.

HILFSSATZ 25 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charL 6= 2 und C eine
singuläre, irreduzible Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L), die keine VP-Kurve ist. Der Stabilisator
ΓC von C sei eine unendliche Gruppe. Dann gilt:

(I) Wenn ΓC mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Punkte unendlich viele Elemente ge-
meinsam hat, ist charL = p 6= 0 und C ist eine Translationskurve.

(II) In der Darstellung von Definition 14 hat eine Translationskurve C die Kollineationsgruppe
ΓC = V o Z mit einem Normalteiler V von endlichem Index, der induziert wird von V ′ <

GL3(L),

V ′ =


 1 0 0
r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C

 .

Der Faktor Z ist eine endliche Gruppe, die isomorph ist zu Z ′ mit

Z ′ =


 1 0 0

0 λ 0
0 0 λpm

 ∈ GL3(L) : λ ∈ GF (pj)\{0}

 .

Die natürlichen Zahlen m und j sind durch die Koeffizienten der vorliegenden Translations-
kurve eindeutig bestimmt.

Beweis:

Der Beweis ist unterteilt in sechs Schritte. In (1) bis einschließlich (4) wird die Existenz eines
geeigneten Normalteilers V C ΓC bewiesen mit |V | = ∞. Mit Hilfe dieses Normalteilers wird dann
in (5) die Gleichung F der Kurve C berechnet. In (6) wird die volle Gruppe ΓC bestimmt.

(1) Es seien P1, P2 zwei verschiedene Punkte in P2(L), so daß unendlich viele Elemente aus ΓC

die Menge {P1, P2} festlassen. Ferner sei G der Stabilisator der Menge {P1, P2} in der PGL3(L)
und die Gruppe H < G sei der punktweise Stabilisator von {P1, P2}. Wegen G/H ∼= Σ2 und
|G ∩ ΓC | = ∞ folgt:

|H ∩ ΓC | = ∞

Man kann oBdA. annehmen: {P1, P2} = {E2, E3} = {(0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1)} ⊂ [∞]. Dann wird H

induziert von

H ′ =


 1 0 0
t1 λ 0
t2 0 µ

 ∈ GL3(L) : t1, t2 ∈ L, λ, µ ∈ L∗

 < GL3(L).
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Man kann H ′ in ein semidirektes Produkt zerlegen:

H ′ = N ′ o Z ′ mit

N ′ =

n′(t1, t2) :=

 1 0 0
t1 1 0
t2 0 1

 ∈ H ′ : t1, t2 ∈ L

CH ′

Z ′ =

z′(λ, µ) :=

 1 0 0
0 λ 0
0 0 µ

 ∈ H ′ : λ, µ ∈ L∗

 < H ′

Sind N,Z, n(t1, t2), z(λ, µ) die von obigen Untergruppen bzw. linearen Abbildungen induzierten
projektiven Gruppen bzw. Kollineationen, so ergibt sich für jede Kollineation h ∈ H eine eindeutige
Darstellung h = n(t1, t2)z(λ, µ).
Wegen Bemerkung 12 ist U := H ∩M von unendlicher Mächtigkeit. Da C keine VP-Kurve ist, ist
(vgl. Satz 24) die Menge S der Singularitäten von C in [∞] enthalten.

(2) Nun wird gezeigt: In U gibt es kein Element mit unendlicher Ordnung.

Angenommen, es existiert ein h = n(t1, t2)z(λ, µ) ∈ U mit o(h) = ∞.

Falls λ = µ = 1 ist, ist für charL = p die p-te Potenz von h gleich der Identität. Für charL = 0
liegt eine Elation vor und für jeden Punkt P ∈ C außerhalb von [∞] ist dann P 〈h〉 eine unendliche
Menge von kollinearen Punkten, was nicht sein kann, da die Kurve C jede Gerade g in P2(L)
höchstens n-mal schneiden kann.

Falls |{1, λ, µ}| = 3 ist, hat 〈h〉 drei nichtkollineare Fixpunkte, und weil C keine VP-Kurve ist,
widerspricht das Satz 24.

Falls |{1, λ, µ}| = 2 ist, muß man ein wenig rechnen. Klar ist, daß h keine Homologie sein kann,
weil es sonst zu viele kollineare Punkte auf C gäbe. Wenn h keine Homologie ist, wird h induziert
von einer der folgenden Matrizen:

(i)

 1 0 0
t1 1 0
t2 0 µ

 , t1 6= 0, µ 6= 1

(ii)

 1 0 0
t1 λ 0
t2 0 1

 , t2 6= 0, λ 6= 1

Wir können jedoch oBdA. annehmen, daß h gegeben ist durch folgende Matrix Ah:

Ah =

 1 0 0
−t 1 0
0 0 µ

 =

 1 0 0
−t 1 0
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=:At

 1 0 0
0 1 0
0 0 µ


︸ ︷︷ ︸

=:Aµ

, t ∈ L∗

Diese Annahme kann man machen, weil Matrizen der Form (i) innerhalb H ′ konjugiert sind zu
solchen mit t2 = 0, bei Matrizen der Form (ii) vertausche man einfach E2 und E3. Es sei z die
durch Aµ, τ

−1 die durch At gegebene Kollineation. Da diese beiden Kollineationen kommutieren,
erhalten wir im Falle endlicher Charakteristik:

hp = zp
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Die Kollineation zp ist eine Homologie von unendlicher Ordnung, ein Widerspruch. Also verbleibt
der Fall charL = 0.

Wenn charL = 0 ist, ist wegen t 6= 0 das Erzeugnis der Elation τ isomorph zu Z. Wegen hm =
(τ−1z)m = (τ−1)mzm folgt

o(z) = o(µ) = ∞,

ansonsten wäre ho(z) = (τ−1)o(z) eine Elation mit kollinearen Punktebahnen. Nun betrachten wir
die Wirkung von h = τ−1z = zτ−1 auf der Kurve C. Wegen hm(C) = C bzw. (zτ−1)m(C) = C ist

C(m) := (τ−1)m(C) = (z−1)m(C) ∀m ∈ Z.

Jede Kurve C(m) muß die Gerade [∞] mindestens einmal schneiden. Für m = 0 ist C(m) = C.
Insbesondere gilt:

C ∩ [∞] ⊆ {E2, E3}.

Das sieht man folgendermaßen ein: Angenommen,

Ω0 := C ∩ [∞]\{E2, E3} 6= ∅, Ω0 = {P1, . . . , Pr0}, r0 ≥ 1.

Es ist τm(Ω0) = zm(Ω0) ∀ m ∈ Z. Da τ |[∞] die Identität ist, folgt zm(Ω0) = Ω0 ∀ m ∈ Z. Betrachte
die Punkte P1 := (0 : 1 : y) mit y 6= 0 und zm(P1) = (0 : 1 : µmy) für m ∈ Z\{0}. Wegen o(µ) = ∞
ist zm(P1) höchstens für endlich viele m in Ω0 enthalten, ein Widerspruch.

Die Kurve C habe die Gleichung F (w, x, y) =
∑
ai,j,kw

ixjyk. Dann folgt aus C ∩ [∞] ⊆ {E2, E3}:

(A)


∃ r ∈ {0, . . . , n} mit

F (0, x, y) =
n∑

j=0

a0,j,n−jx
jyn−j = a0,r,n−rx

ryn−r,

a0,r,n−r 6= 0, a0,j,n−j = 0 ∀ j ∈ {0, . . . , n}\{r}

Nun machen wir uns klar, daß der Punkt E1 = (1 : 0 : 0) nicht auf C liegen kann.

Angenommen, (1 : 0 : 0) ∈ C. Es ist (1 : 0 : 0) = zm((1 : 0 : 0)) ∈ zm(C) = τm(C) und deshalb
auch (1 : 0 : 0) ∈ τm(C). Dies impliziert:

τ−m((1 : 0 : 0)) ∈ C ∀ m ∈ Z
⇒ {τ−m((1 : 0 : 0)) : m ∈ Z} ⊂ C

Demnach enthält C unendlich viele kollineare Punkte, Widerspruch.

Die Kurve C schneidet die Gerade [0 : 0 : 1] genau im Punkt (0 : 1 : 0) = E2:

Angenommen, (0 : 1 : 0) 6∈ C. Wegen (1 : 0 : 0) 6∈ C folgt

Ω1 := C ∩ [0 : 0 : 1]\{E1, E2} 6= ∅, Ω1 = {Q1, . . . , Qr1}, r1 ≥ 1.

Es ist τm(Ω1) = zm(Ω1) ∀ m ∈ Z. Da z|[0:0:1] die Identität ist, folgt τm(Ω1) = Ω1 ∀ m ∈ Z.
Betrachte die Punkte Q1 := (1 : x : 0) mit x 6= 0 und τm(Q1) = (1 : tm + x : 0) für m ∈ Z\{0}.
Da {τm(Q1) : m ∈ Z} keine endliche Menge ist, kann sie nicht in Ω1 enthalten sei, Widerspruch.
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Es folgt:

(B)



F (w, x, 0) =
n∑

i=0

ai,n−i,0w
ixn−i = an,0,0w

n,

an,0,0 6= 0, ai,n−i,0 = 0 ∀ i ∈ {0, . . . , n− 1}
sowie für r aus (A):

r < n (denn wegen E2 ∈ C folgt a0,n,0 = 0)

Betrachte nun C(m) = τ−m(C) = z−m(C) für m ∈ Z. Die Kurve z−m(C) hat die Gleichung

Gm(w, x, y) =
∑
i,j,k

ai,j,kµ
kwixjyk,

die Kurve τ−m(C) hat die Gleichung

Hm(w, x, y) =
∑
i,j,k

ai,j,kw
i(tmw + x)jyk

=
∑

i1,i2,i3

 ∑
i + l = i1
j − l = i2

ai,j,i3

(
j

l

)
(tm)l

wi1xi2yi3 .

Es sei In die Menge aller Tripel (i, j, k) ∈ N3
0 mit i + j + k = n. Wegen τ−m(C) = z−m(C) folgt,

daß für alle m ∈ Z eine Konstante c(m) 6= 0 existiert mit

Gm = c(m)Hm

⇔ ∀ (i1, i2, i3) ∈ In : ai1,i2,i3µ
i3 = c(m)

∑
i + l = i1
j − l = i2

ai,j,i3

(
j

l

)
(tm)l

Wegen (B) gilt:

0 6= an,0,0 = c(m)
∑

i + l = n

j − l = 0

ai,j,k

(
j

l

)
(tm)l = c(m)an,0,0

Also muß immer c(m) = 1 sein. Wegen (A) folgt nun

a0,r,n−rµ
n−r =

∑
i + l = 0
j − l = r

ai,j,n−r

(
j

l

)
(tm)l = a0,r,n−r 6= 0,

demnach muß µn−r = 1 sein. Wegen (B) ist r < n, damit hat µ endliche Ordnung, ein Widerspruch.

(3) Nun wird gezeigt: Die Menge der Elementordnungen {o(h) : h ∈ U} ist nach oben beschränkt.

Angenommen, die Elementordnungen von U werden beliebig groß. Da Kollineationen aus U , die
von Matrizen aus H ′ mit 1 = λ = µ induziert werden, Elationen sind, ist deren Ordnung durch n
nach oben beschränkt. Kollineationen h ∈ U mit o(h) > n werden deshalb induziert von Matrizen
der Form

A =

 1 0 0
t1 λ 0
t2 0 µ

 , o(λ) <∞, o(µ) <∞
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mit |{1, λ, µ}| ∈ {2, 3}. Falls A nur zwei Eigenwerte besitzt, ist A konjugiert zu einer Matrix

B =

 1 0 0
t 1 0
0 0 µ

 , t 6= 0, µ 6= 1,

denn für t = 0 läge eine Homologie vor, deren Ordnung < n ist. Für charL = 0 ist o(B) = ∞,
was wegen (2) nicht sein kann. Für charL = p induziert Bp eine Homologie, d.h. o(B) ≤ pn.
Also werden Kollineationen h ∈ U mit großer Ordnung von Matrizen A wie oben induziert mit
|{1, λ, µ}| = 3. Diese haben ein Fixdreieck ∆ mit Ecken E2, E3 und (1 : t1

1−λ : t2
1−µ ). Es sei nun

W ′ :=


 1 0 0
t1 λ 0
t2 0 µ

 ∈ H ′ : o(λ) <∞, o(µ) <∞, |{1, λ, µ}| = 3

 ⊂ GL3(L)

und W die von W ′ induzierte Menge von Kollineationen. Wenn nun laut unserer Annahme die
Elementordnungen in U nach oben unbeschränkt sind, existiert eine Folge (hi)i∈N mit

lim
i→∞

o(hi) = ∞ und hi ∈ U ∩W ∀ i ∈ N.

OBdA. kann man dabei annehmen, daß n3 < o(hi) gilt und o(hi) < o(hj) für i < j, i, j ∈ N.
Betrachte nun für jedes Folgeglied hi das zugehörige eindeutig bestimmte Fixdreieck ∆i bzw. die
Menge F∆ := {∆i : i ∈ N} dieser Fixdreiecke. Es muß gelten:

|F∆| = ∞

Denn wäre |F∆| < ∞, so gäbe es ein i ∈ N mit ∆hj

i = ∆i für unendlich viele j ∈ N. Da aber die
Folgeglieder von (hi)i∈N paarweise verschieden sind, widerspricht das Satz 24 bzw. der Tatsache,
daß C keine VP-Kurve ist. Wegen |F∆| = ∞ kann man nun annehmen, daß ∆i 6= ∆j ist für alle
i 6= j, i, j ∈ N (ansonsten wähle man eine geeignete Teilfolge von (hi)i∈N aus).
Es werde das Folgeglied hi induziert von der Matrix

Ai :=

 1 0 0
t1i λi 0
t2i 0 µi

 .

Weiter sei Zi die Ecke von ∆i, die verschieden von E2 und E3 ist. Wir betrachten nun die Mengen
Ωi := ∆i\{[∞], Zi} und zeigen: Ωi ∩ C = ∅ ∀ i ∈ N
Dazu setze o(λi) = aidi, o(µi) = bidi, di =ggT(o(λi), o(µi)). Dann ist o(hi) = o(Ai) = aibidi > n3.
Die Kollineation haidi

i ist eine Homologie der Ordnung bi, also ist bi ≤ n. Die Kollineation hbidi
i ist

eine Homologie der Ordnung ai, also ist ai ≤ n. Dann muß aber di > n sein und limi→∞ di = ∞.
Betrachte nun γi := haibi

i , induziert von der Matrix

Aaibi
i =

 1 0 0
r1i λaibi

i 0
r2i 0 µaibi

i

 .

Wegen o(λaibi
i ) = o(µaibi

i ) = di existiert eine primitive di-te Einheitswurzel ξdi mit λaibi
i = ξdi .

Außerdem existiert ein ri ∈ {2, . . . , di−1} mit ggT(ri, di) = 1 und µaibi
i = ξri

di
, denn µaibi

i ist eben-
falls eine primitive di-te Einheitswurzel. Es kann nicht ri = 1 sein, sonst wäre γi eine Homologie,
im Widerspruch zu di > n.
Für jeden Punkt P aus Ωi gilt nun:

|P 〈γi〉| = o(γi) = di > n.
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Daraus folgt dann wie behauptet:
Ωi ∩ C = ∅ ∀i ∈ N

Die Menge F∆ wird jetzt in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt:

F 0
∆ := {∆i ∈ F∆ : Zi 6∈ C}
F 1

∆ := {∆i ∈ F∆ : Zi ∈ C}

Wir zeigen nun: |F 0
∆| <∞

Angenommen, |F 0
∆| = ∞. Betrachte für ∆i ∈ F 0

∆ die Geraden

gi := Zi ∨ E3

li := Zi ∨ E2.

Es ist gi∩C = E3, li∩C = E2 ∀i ∈ N mit ∆i ∈ F 0
∆. Wenn |F 0

∆| = ∞ ist, ist entweder {gi : ∆i ∈ F 0
∆}

oder {li : ∆i ∈ F 0
∆} von unendlicher Mächtigkeit, da die Dreiecke ∆i paarweise verschieden sind.

Wenn oBdA. |{gi : ∆i ∈ F 0
∆}| = ∞ ist, ist wegen der Schnittmultiplizität m(gi, C,E3) = n die

Ecke E3 ein n-facher Punkt der Kurve. Dann ist C reduzibel, Widerspruch.
Es sei nun J ⊆ N gegeben durch J = {i ∈ N : ∆i ∈ F 1

∆}. Da |F∆| = ∞ ist und |F 0
∆| < ∞, ist

|J | = ∞. Für alle j ∈ J ist wegen (1) Zj ein einfacher Punkt der Kurve C, dessen Tangente Tj

dann fest bleibt unter der Wirkung von hj , d.h. Tj ist eine der Dreieckskanten. Teilt man nun die
Indexmenge J in zwei disjunkte Teilmengen auf, und zwar

I := {j ∈ J : E2 ∈ Tj}
I ′ := {j ∈ J : E3 ∈ Tj},

so muß eine dieser Indexmengen unendlich viele Elemente enthalten, oBdA. also |I| = ∞.

Für charL = 0 können durch E2 nur endlich viele Tangenten gehen. Daraus folgt, daß sich die
unendlich vielen paarweise verschiedenen Punkte {Zi : i ∈ I} auf endlich viele Geraden verteilen
müssen. Das ist ein Widerspruch zu Ωi ∩ C = ∅.

Es sei nun charL = p. Wir zeigen zuerst, daß die Kurve C einen Knoten hat, der nicht auf C liegt
(ein Knoten ist ein Punkt, durch den unendlich viele Tangenten von C gehen). Danach zeigen wir,
daß die Kurve genau eine Singularität besitzt, und zwar einen (n− 1)-fachen Punkt.

Wegen |I| = ∞ gehen unendlich viele Tangenten durch E2 (argumentiere wie in charL = 0). Dann
ist E2 ein Knoten und C ist gegeben durch ein Polynom F ∈ L[w, xp, y] mit ∂xF = 0. Betrachte
für i ∈ I wieder die Geraden gi = Zi ∨ E3, li = Zi ∨ E2 = Ti. Für die Schnittmultiplizitäten muß
wegen Ωi ∩ C = ∅ gelten:

m(gi, Zi, C) = 1
m(gi, E3, C) = n− 1

Wieder wegen Ωi∩C = ∅ gilt aber auch |{gi : i ∈ I}| = ∞. Deshalb ist E3 ein (n−1)-facher Punkt
von C, der nur eine Tangente haben kann, und zwar [∞]. Damit erhalten wir für das Polynom F :

F (w, x, y) = ywn−1 + F̂n(w, x)

mit einer homogenen Form F̂n ∈ L[w, xp] vom Grad n. Weiter gilt p|n, sonst wäre C wegen w|F
reduzibel. Setze n = up und

F (w, x, y) = ywn−1 −
u∑

d=0

adw
(u−d)pxdp.
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Dabei ist au 6= 0 (sonst w|F ) und u ≥ 2. Wäre u = 1, so läge eine VP-Kurve vor: Man wähle, falls
a0 6= 0 ist, einen Punkt P auf C\[∞] und eine Kollineation γ, die E2 und E3 festläßt sowie P auf
E1 = (1 : 0 : 0) abbildet. Die Kurve Cγ hat dann die Gleichung ywp−1−const·xp.
Weiter gilt für F , daß für mindestens ein d ∈ {1, . . . , u− 1} der Koeffizient ad 6= 0 ist. Denn sonst
wäre C projektiv äquivalent zu einer VP-Kurve (selbes Argument wie für u = 1).
Aus au 6= 0 folgt E2 6∈ C. Gäbe es außer E3 noch eine Singularität von C, dann auf [∞] (vgl. (1)).
Die Gruppe U hätte dann noch einen dritten Fixpunkt auf [∞] und bestünde aus lauter Perspek-
tivitäten, Widerspruch.

Als nächstes führen wir gewisse Hilfskurven Cj für j ∈ J ein, die schließlich eine obere Schranke
für die Ordnung der Elemente {hj : j ∈ J} liefern werden. Dazu stellen wir die Punkte auf C\[∞]
mit Hilfe der zu F gehörigen affinen Funktion f dar. Wegen (1 : x : y) ∈ C ⇔ y =

∑u
d=0 adx

dp

setze

f :


L −→ L

x 7−→
u∑

d=0

adx
dp

 .

Dann ist C\[∞] = {(1 : x : f(x)) ∈ P2(L) : x ∈ L}. Für j ∈ J sei Zj = (1 : xj : yj) =
= (1 : xj : f(xj)). Betrachte die Kollineationen τj , jeweils gegeben durch die Matrix 1 0 0

xj 1 0
yj 0 1

 .

Die Kollineation hj ist für j ∈ J gegeben durch

Aj =

 1 0 0
t1j λj 0
t2j 0 µj

 , xj =
t1j

1− λj
, yj =

t2j

1− µj
.

Setze weiter δj := τ−1
j hjτj , gegeben durch die Matrix 1 0 0

0 λj 0
0 0 µj

 .

Da hj(C) = C ist, ist δj(τ−1
j (C)) = τ−1

j (C). Es sei Cj die Kurve τ−1
j (C). Jede solche Kurve enthält

den Punkt E1 = (1 : 0 : 0) = τ−1
j (Zj) und ist gegeben durch ein homogenes Polynom Fj :

Fj(w, x, y) = ywn−1 −
u∑

d=1

b
(j)
d w(u−d)pxdp

mit b(j)u 6= 0 und b
(j)
d 6= 0 für mindestens ein d ∈ {1, . . . , u − 1}. Denn für jedes j ∈ J gilt: Der

Punkt E3 ist (n− 1)-facher Punkt von Cj , E2 6∈ C ist Knoten von Cj , Cj ist projektiv äquivalent
zu C. Den homogenen Polynomen Fj ordnen wir für jedes j ∈ J die affine Funktion fj zu:

fj :


L −→ L

x 7−→
u∑

d=0

b
(j)
d xdp

 .

Dann gilt:

∀j ∈ J, x ∈ L :

 1 0 0
0 λj 0
0 0 µj

 1
x

fj(x)

 =

 1
λjx

µjfj(x)

 =

 1
λjx

fj(λjx)


108



Daraus folgt: µjfj(x) = fj(λjx) ∀j ∈ J, x ∈ L. Rechnet man diese Bedingung aus, erhält man:

b
(j)
d (µj − λdp

j ) = 0 ∀d ∈ {1, . . . , u}, ∀j ∈ J

Wegen b
(j)
u 6= 0 ist also µj = λup

j . Nun existiert für jedes j ∈ J ein d(j) ∈ {1, . . . , u − 1} mit

b
(j)
d(j) 6= 0, also µj − λ

d(j)p
j = λup

j − λ
d(j)p
j = 0. Das ist aber äquivalent zu

(λp
j )

u−d(j) = 1 ∀j ∈ J.

Dies impliziert wegen o(λp
j ) = o(λj), daß o(λj) ≤ u − d(j) ist. Also ist o(λj) ≤ u und wegen

µj = λup
j kann auch o(µj) nicht beliebig groß sein. Da N\J endlich ist (wegen |F 0

∆| < ∞), ist die
Annahme limi∈N, i→∞ o(hi) = ∞ zum Widerspruch geführt.

(4) Es muß gelten: charL 6= 0

Betrachte die Menge ZC = {z(λ, µ) ∈ Z : ∃n ∈ N mit nz(λ, µ) ∈ U}. Wegen (2) und (3) ist ZC
eine endliche Menge. Weil |U | = ∞ ist, existiert ein z0 ∈ ZC , so daß die Menge

Z0 := {n ∈ N : nz0 ∈ U}

unendlich viele Elemente besitzt. Betrachte nun ein n0 ∈ N mit n0z0 ∈ U sowie die Men-
ge {n0z0(nz0)−1 : n ∈ Z0} = {n0n

−1 : n ∈ Z0} ⊆ N ∩ U . Wegen |Z0| = ∞ ist auch
|{n0n

−1 : n ∈ Z0}| = ∞ und deshalb ist |N ∩ U | = ∞. Da N aus Elationen besteht, die für
charL = 0 unendliche Ordnung haben, folgt wie behauptet charL = p für eine Primzahl p > 2.
Eine weitere Konsequenz aus |ZC | <∞ ist, daß V := N∩U ein Normalteiler in U ist von endlichem
Index.

(5) Jetzt zeigen wir, daß die Kurve C die Nullstellenmenge eines Polynoms F wie in Definition 14
ist.

(5a) Um später nicht unnötig viele Indizes in den Rechnungen zu haben, schreiben wir für Elemente
n(t1, t2) ∈ N ab jetzt n(r, s). Es sei

I := {(r, s) ∈ L× L : n(r, s) ∈ U}.

Wegen (4) ist |I| = ∞. OBdA. können wir annehmen, daß der Punkt E1 = (1 : 0 : 0) ein einfacher
Punkt der Kurve ist mit Tangente [0 : 0 : 1]. Wegen En(r,s)

1 = (1 : r : s) gilt dann

(∗) (1 : r : s) ∈ C ∀ (r, s) ∈ I.

Die Kurve C sei gegeben durch das irreduzible Polynom F ∈ L[w, x, y] mit F (w, x, y) =
∑
ai,j,kw

ixjyk.
Wegen E1 ∈ C ist an,0,0 = 0. Da E1 einfach ist mit Tangente [0 : 0 : 1], gilt:

(C) an−1,0,1 6= 0, an−1,1,0 = 0

Wegen (∗) gilt für alle (r, s) ∈ I:

(D”) ∃c(r, s) 6= 0 : G(r,s)(w, x, y) := F (w, rw + x, sw + y) = c(r, s)F (w, x, y)
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Berechnet man G(r,s) explizit, so ergibt sich:

G(r,s)(w, x, y) =
∑

0 ≤ i1, i2, i3 ≤ n

i1 + i2 + i3 = n

 ∑
j ≥ i2
k ≥ i3

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
rj−i2sk−i3

wi1xi2yi3

=:
∑

0 ≤ i1, i2, i3 ≤ n

i1 + i2 + i3 = n

bi1,i2,i3(r, s)w
i1xi2yi3

Setzen wir (i) = (i1, i2, i3) und In = {(i, j, k) ∈ N3
0 : i+ j + k = n}, so erhalten wir demnach:

(D’)



∀(i) = (i1, i2, i3) ∈ In, ∀(r, s) ∈ I :

G(r,s)(w, x, y) =
∑

(i)∈In

b(i)(r, s)wi1xi2yi3 (D′′)
= c(r, s)

∑
(i)∈In

a(i)w
i1xi2yi3

b(i)(r, s) =
∑

j ≥ i2, k ≥ i3
j + k ≤ n

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
rj−i2sk−i3

b(i)(r, s) = c(r, s)a(i)

(5b) Zuerst zeigen wir, daß c(r, s) = 1 ist für jedes Paar (r, s) ∈ I:

Da F irreduzibel ist, existiert ein i2 ∈ {0, . . . , n} mit a0,i2,n−i2 6= 0. Aus (D′) folgt dann:

∀(r, s) ∈ I : c(r, s)a0,i2,n−i2 =
∑

j ≥ i2, k ≥ n − i2
j + k ≤ n

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

n− i2

)
rj−i2sk−n+i2

Die rechtsstehende Summe hat nur einen nichttrivialen Summanden, denn j + k ≥ i2 + n− i2 = n

sowie j+ k ≤ n liefern j+ k = n. Die Ungleichungen j ≥ i2 und k ≥ n− i2 erzwingen somit j = i2
und k = n− i2. Damit haben wir

∀(r, s) ∈ I : c(r, s)a0,i2,n−i2 = a0,i2,n−i2 6= 0

und deshalb wie gewünscht c(r, s) = 1 ∀(r, s) ∈ I. Wegen (D’) und c(r, s) = 1 gilt dann:

(D)


∀(i) = (i1, i2, i3) ∈ In, ∀(r, s) ∈ I :

0 = b(i)(r, s)− a(i) =
∑

j ≥ i2, k ≥ i3
i2 + i3 < j + k ≤ n

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
rj−i2sk−i3

(5c) Ziel der folgenden Rechnungen ist es, die meisten der Koeffizienten ai,j,k zu Null zu diskutieren.
Dazu führen wir Polynome Q(i) und H(i) ein. Für (i) ∈ In sei das Polynom Q(i) ∈ L[x, y] gegeben
durch

Q(i)(x, y) :=
∑

j ≥ i2, k ≥ i3
i2 + i3 < j + k ≤ n

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
xj−i2yk−i3 .

Für i2 + i3 = n ist Q(i) das Nullpolynom. Es sei H(i)(w, x, y) das Polynom, das durch Homogenisie-
rung von Q(i) entsteht und ferner sei C(i) die durch H(i) gegebene Kurve in P2(L)(für i2 + i3 = n

ist C(i) = P2(L)).
Wegen (∗) und (D) haben C und C(i) unendlich viele Punkte gemeinsam. Da C irreduzibel ist,
muß jedes H(i) entweder bis auf eine von Null verschiedene Konstante mit F übereinstimmen oder
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aber das Nullpolynom sein (Satz von Bézout), denn betrachten wir nun den Grad von H(i) für
i2 + i3 < n, so ist

degH(i) ≤ n− (i2 + i3) = i1 ≤ n.

Für i1 = n ist H(i) = F , wie man leicht nachrechnet. Für i1 < n muß dann H(i) und Q(i) gleich
dem Nullpolynom sein. Also:

(E) ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
= 0 ∀(i, j, k, i2, i3) mit 0 < i2 + i3 < j + k ≤ n, i2 ≤ j, i3 ≤ k

(5d) Wir diskutieren jetzt einige ai,j,k zu Null, dabei verwenden wir Bemerkung 3 auf Seite 23.

(i) Für j, k 6= 0 setze i2 = 0, i3 = k. Dann ist
(

j
i2

)(
k
i3

)
6≡ 0(mod p). Es folgt:

ai,j,k = 0 ∀(i, j, k) ∈ In mit j 6= 0 6= k

(ii) Für j = 0, k ≥ 2 setze i2 = 0. Ist k keine p-Potenz, so existiert ein i3 ∈ {1, . . . , k − 1} mit(
k
i3

)
6≡ 0(mod p). Es folgt:

an−k,0,k = 0 ∀k 6∈ {pi : i ∈ N0}

(iii) Für k = 0, j ≥ 2 setze i3 = 0. Ist j keine p-Potenz, so existiert ein i2 ∈ {1, . . . , j − 1} mit(
j
i2

)
6≡ 0(mod p). Es folgt:

an−j,j,0 = 0 ∀j 6∈ {pi : i ∈ N0}

Zusammen mit (C) liefert das dann:

F (w, x, y) = an−1,0,1w
n−1y +

∑
i≥1, pi≤n

wn−pi

(an−pi,pi,0x
pi

+ bn−pi,0,piypi

)

Setzen wir zur Vereinfachung an−1,0,1 = 1, an−pi,pi,0 = ai sowie bn−pi,0,pi = bi. Dann hat F die
Form

F (w, x, y) = wn−1y +
∑

1≤i, pi≤n

wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

).

(5e) Falls n keine p-Potenz ist, ist n − pi 6= 0 für jedes i ∈ N mit pi ≤ n. Dann teilt w das
irreduzible Polynom F , ein Widerspruch. Sei also n = pN für ein N ∈ N. Der Schnitt von C mit
der Geraden [∞] ist gleich der Menge

{(0 : x : y) ∈ P2(L) : aNx
pN

+ bNy
pN

= 0} = {(0 : x : y) ∈ P2(L) : n
√
aNx+ n

√
bNy = 0}.

Diese Menge besteht aus genau einem Punkt, nämlich (0 : − n
√
bN : n

√
aN ). Ist aN 6= 0, so können wir

oBdA. bN = 0 annehmen (man führe eine Koordinatentransformation w′ = w, x′ = x− n
√
bNy, y

′ =
n
√
aNy durch). Dann sind wir endlich am Ziel angelangt:

F (w, x, y) = wn−1y +
N−1∑
i=1

wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +


aNx

pN

oder
bNy

pN

 , n = pN
⊕

(6) Zum Schluß betrachten wir noch die volle Kollineationsgruppe ΓC unserer Kurve.

Falls aN 6= 0 = bN ist, hat die Kurve den Knoten (0 : 1 : 0) 6∈ C und genau eine Singularität
(0 : 0 : 1). Demnach ist U = ΓC und wegen (4) ist V Normalteiler in ΓC von endlichem Index.
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Ohne Beweis geben wir noch die volle Gruppe ΓC an:
Es ist ΓC = V o ZC , wobei ZC induziert wird von

 1 0 0
0 λ 0
0 0 λpN

 ∈ GL3(L) : λ ∈ GF (pj)\{0}


mit einem eindeutig bestimmten i ∈ {1, . . . , N}, welches von den Koeffizienten aj , bj abhängt.

Falls aN = 0 6= bN ist, ist der Knoten (0 : 1 : 0) gleich der einzigen Singularität von C. Diese hat
die Tangente [∞], d.h. ΓC wird induziert durch eine Untergruppe von

X :=


 1 0 0
r λ τ

s 0 µ

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C, τ ∈ L

 .

Betrachten wir nun die Kurve C in der Darstellung
⊕

. Es sei i0 das kleinste i ∈ {1, . . . , N − 1}
mit ai 6= 0. So ein i0 existiert, da sonst F durch y teilbar und C also irreduzibel wäre. Man kann
oBdA. annehmen, daß bi0 = 0 ist:
Es sei α die Kollineation, die von der Matrix A mit

A =

 1 0 0
0 1 −t
0 0 1

 , t := − pi0

√
bi0
ai0

repräsentiert wird. Setze F̂ := F ◦A−1, dann ist

F̂ (w, x, y) = wpn−1y +
N∑

i=1

wpN−pi

(aix
pi

+ b′iy
pi

).

Dabei ist b′i = ait
pi

+ bi, also b′i0 = 0 sowie b′N = bN 6= 0.

Wenn also oBdA. für die Koeffizienten des Polynoms F angenommen wird, daß ai0 6= 0 und bi0 = 0
ist, kann man nachrechnen, daß Matrizen aus X mit τ 6= 0 keine Kollineationen aus ΓC liefern
können, also gilt ΓC = U . Außerdem ist ΓC = V o ZC , wobei ZC induziert wird von

 1 0 0
0 λ 0
0 0 λpm

 ∈ GL3(L) : λ ∈ GF (pj)\{0}


mit eindeutig bestimmtem m ∈ {1, . . . , N − 1} (es ist N ≥ 2, denn sonst liegt eine reduzible Kurve
vor) und j ∈ {1, . . . , N}. Die Zahlen m und j hängen von den Koeffizienten ai, bi ab. �

Für die Menge S = {S1, . . . , Sn} der Singularitäten einer singulären irreduziblen Kurve C, die
weder eine VP-Kurve noch eine Translationskurve ist und für die |ΓC | = ∞ gilt, folgt aus den
Sätzen 24 und 25, daß |S| = 1 ist. Im nächsten Satz wenden wir uns der Frage zu, wieviele
Elemente dann die Menge TS = {T1, . . . , Tρ} (ρ ≥ 1) der Tangenten dieser einen Singularität
haben kann.
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HILFSSATZ 26 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charL 6= 2 und C eine sin-
guläre irreduzible Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L), die weder eine VP-Kurve noch eine Translati-
onskurve ist. Der Stabilisator ΓC von C sei eine unendliche Gruppe. Weiter sei G der Stabilisator
zweier verschiedener Geraden in der PGL3(L). Dann gilt:

|G ∩ ΓC | <∞

Beweis:

(1) Es seien oBdA. [0 : 1 : 0] und [0 : 0 : 1] die beiden Geraden, die von G stabilisiert werden und
H sei die Untergruppe von G, die jede dieser Geraden für sich festläßt. Natürlich ist G/H ∼= Σ2.
Wir nehmen nun für den Rest des Beweises an, daß |G ∩ ΓC | = ∞ ist. Wenn M ≤ ΓC wie in
Bemerkung 12 ist, gilt für U := H ∩M :

|U | = ∞

Die Kollineationsgruppe H wird induziert von

H ′ :=


 1 b c

0 λ 0
0 0 µ

 ∈ GL3(L) : λ, µ ∈ L∗, b, c ∈ L

 < GL3(L).

Diese Matrizen induzieren, abhängig von ihren Einträgen, folgende (nichttriviale) Kollineationen:

a) |{1, λ, µ}| = 1 Elation mit Zentrum (1 : 0 : 0),
Achse [0 : b : c]

b) |{1, λ, µ}| = 2

(i) λ = 1 6= µ

b = 0 : Homologie mit Zentrum (c : 0 : µ− 1),
Achse [0 : 0 : 1]

b 6= 0 : genau zwei Fixpunkte (1 : 0 : 0),
(c : 0 : µ− 1)

(ii) λ 6= 1 = µ

c = 0 : Homologie mit Zentrum (b : λ− 1 : 0),
Achse [0 : 1 : 0]

c 6= 0 : genau zwei Fixpunkte (1 : 0 : 0),
(b : λ− 1 : 0)

(iii) 1 6= λ = µ Homologie mit Zentrum (1 : 0 : 0),
Achse [1− λ : b : c]

c) |{1, λ, µ}| = 3 genau drei Fixpunkte (1 : 0 : 0),
(b : λ− 1 : 0), (c : 0 : µ− 1)

(2) Die Kurve C hat genau eine Singularität S, diese fällt in den Schnittpunkt der Fixgeraden
hinein, also S = (1 : 0 : 0). Das folgt aus Satz 24 und 25 sowie der Tatsache, daß C weder eine
VP-Kurve noch eine Translationskurve ist. Für die Menge TS der Tangenten von C an S gilt:
TS ⊆ {[0 : 1 : 0], [0 : 0 : 1]}
Wäre nämlich etwa T ∈ TS von diesen zwei Geraden verschieden, so müßte jedes Element aus U
drei Geraden durch S festlassen und somit alle Geraden durch S. Damit wäre U eine Untergruppe
der Menge aller Perspektivitäten mit Zentrum (1 : 0 : 0). Für einen geeigneten von S verschiedenen
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Punkt P ∈ C ist dann PU eine Menge kollinearer Punkte mit |PU | ≤ n, denn C kann jede Gerade
höchstens n-mal schneiden. Dann ist der Stabilisator von P in U von unendlicher Mächtigkeit, ein
Widerspruch zu Satz 24 bzw. 25.

Weiter muß gelten: C ∩ ([0 : 1 : 0] ∪ [0 : 0 : 1]) = S

Dazu betrachte Ω1 := C ∩ [0 : 0 : 1]\{S} und Ω2 := C ∩ [0 : 1 : 0]\{S}. Falls Ω := Ω1 ∪Ω2 6= ∅ ist,
gilt für den Stabilisator5 UΩ von Ω in U natürlich [U : UΩ] < ∞, also |UΩ| = ∞. Das ist wieder
ein Widerspruch zu den Sätzen 24 und 25.

(3) Wir zeigen nun, daß jedes Element in U endliche Ordnung hat und daß die Elementordnungen
in U nach oben beschränkt sind.

Die Gruppe U kann nur im Fall charL 6= 0 Elationen besitzen, deren Ordnung ist dann ≤ n. Ist
u ∈ U eine Homologie, so muß ebenfalls o(u) ≤ n sein, ansonsten hätte die Kurve C zu viele
kollineare Punkte. Wird u ∈ U von einer Matrix mit |{1, λ, µ}| = 3 induziert, ist o(u) <∞ wegen
Satz 24. Diejenigen Kollineationen aus H ∩ ΓC , die genau zwei Fixpunkte haben, können keine
unendliche Ordnung haben wegen Satz 25. Also sind die Elementordnungen in U endlich.

Zur Beschränktheit der Elementordnungen:
Für eine Matrix mit |{1, λ, µ}| = 3 betrachte die drei Fixpunkte S, F1, F2 der zugehörigen Kol-
lineation u. Die Kurve C hat auf g := F1 ∨ F2 wegen (2) mindestens einen Punkt P 6∈ {F1, F2}.
Nehmen wir oBdA. F1 = (0 : 1 : 0) und F2 = (0 : 0 : 1) an sowie P = (0 : 1 : y) mit y 6= 0. Diese
Annahme kann man machen, da eine geeignete Koordinatentransformation mit einer Matrix aus
H ′ durchgeführt werden kann. Die Bahn von P unter 〈u〉 ist dann P 〈u〉 = {(0 : 1 : (µ

λ )ky) : k ∈ Z}
mit |P 〈u〉| ≤ n, also m := o(µ

λ ) ≤ n. Da um eine Homologie ist, ist o(um) ≤ n, deshalb ist
o(u) ≤ mn ≤ n2.
Für eine Matrix A mit |{1, λ, µ}| = 2, die keine Homologie induziert, kann man oBdA. annehmen:

A =

 1 b c

0 1 0
0 0 µ

 , b 6= 0, µ 6= 1, m := o(µ) <∞

Diese Annahme kann man machen, da Kollineationen vom Typ (bii) aus (1) mit c 6= 0 innerhalb
G konjugiert sind zu einer Kollineation, die gegeben ist durch eine Matrix wie A. Es ist

Am =

 1 mb 0
0 1 0
0 0 1


und Am induziert eine Elation. Für charL = 0 ist das natürlich kein Element aus U . Für charL =
p > 2 betrachte

Ap =

 1 0 c
∑p−1

i=0 µ
i

0 1 0
0 0 µp


sowie die von A induzierte Kollineation u. Es ist o(up) = o(µp) = o(µ) = m, und weil up eine
Homologie ist, ist m ≤ n, somit o(u) ≤ pn.

(4) Wir zeigen: Die Charakteristik von L ist endlich und ΓC enthält unendlich viele Elationen mit
Zentrum S = (1 : 0 : 0).

5Die Gruppe UΩ wird dabei aufgefaßt als die Menge der Kollineationen in U , die die Punkte aus Ω punktweise

festlassen.
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Es sei z(λ, µ) die Kollineation, die von der Matrix 1 0 0
0 λ 0
0 0 µ


induziert wird. Die Kollineation τ(b, c) sei gegeben von der Matrix 1 b c

0 1 0
0 0 1

 .

Es ist H = Z n N mit Z = {z(λ, µ) : λ, µ ∈ L∗} und N = {τ(b, c) : b, c ∈ L}. Es sei
ZC = {z(λ, µ) ∈ Z : ∃τ(b, c) ∈ N mit z(λ, µ)τ(b, c) ∈ U}. Wegen (3) ist ZC eine endliche Menge.
Weil |U | = ∞ ist, existiert somit ein z0 ∈ ZC , so daß die Menge Z0 := {τ ∈ N : z0τ ∈ U} unendlich
viele Elemente besitzt. Betrachte nun eine (fest gewählte) Kollineation τ0 ∈ N mit z0τ0 ∈ U sowie
die Menge {(z0τ0)−1z0τ : τ ∈ Z0} = {τ−1

0 τ : τ ∈ Z0} ⊆ N ∩ U . Wegen |Z0| = ∞ haben wir
schließlich |{τ−1

0 τ : τ ∈ Z0}| = ∞, also |N ∩ U | = ∞. Da für charL = 0 die Gruppe ΓC ∩N nur
die Identität enthalten kann, gilt charL = p > 2.

(5) Die Gruppe U kann für charL = p nicht unendlich viele Elationen mit Zentrum (1 : 0 : 0) ent-
halten (man argumentiere wie in (2)). Damit ist die Annahme |U | = ∞ zum Widerspruch geführt.�

Als Konsequenz des letzten Satzes ergibt sich für eine singuläre irreduzible algebraische Kurve,
die weder eine VP-Kurve noch eine Translationkurve ist, aber eine unendliche Kollineationsgruppe
hat, daß C genau eine Singularität mit genau einer Tangente besitzt. Die Frage ist nun, ob es
solche Kurven überhaupt gibt. Für charL = 0 fällt die Antwort negativ aus.

HILFSSATZ 27 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper mit charL = 0 und C eine
singuläre irreduzible algebraische Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L), die keine VP-Kurve ist. Dann
gilt:
Die Kollineationsgruppe ΓC der Kurve C ist endlich.

Beweis:

Wir nehmen an, daß |ΓC | = ∞ ist.

(1) Aus den vorherigen Sätzen folgt, wie bereits erwähnt, daß C nur eine Sigularität S haben kann
und S wiederum nur eine Tangente T . Wir setzen oBdA. S = (1 : 0 : 0) und T = [0 : 1 : 0].
Wenn S ein s-facher Punkt ist mit s ∈ {2, . . . , n − 1}, ist C die Nullstellenmenge eines Polynoms
F ∈ L[w, x, y] mit

F (w, x, y) = wn−sxs + wn−s−1fs+1(x, y) + · · ·+ wfn−1(x, y) + fn(x, y).

Dabei sind die fi ∈ L[x, y] homogene Formen vom Grad i. Wir setzen noch fs(x, y) := xs. Auf
T liegt, abgesehen von S, kein weiterer Punkt von C. Denn wenn Ω := T ∩ C mehr als einen
Punkt enthielte, wäre der Stabilisator ΓΩ von Ω in ΓC nicht endlich wegen [ΓC : ΓΩ] < ∞. Das
widerspricht aber Satz 25, da C keine VP-Kurve ist.
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(2) Wir betrachten nun die k-ten partiellen Ableitungen von F nach w für k ∈ {0, . . . , n− s− 1}:

Fk := ∂k
wF =

n−s∑
i=k

fn−i(x, y)
i!

(i− k)!
wi−k

Für k = 0, . . . , n− s− 1 sei Ck die Nullstellenmenge des Polynoms Fk(w, x, y) vom Grad n− k in
P2(L). Für jedes γ ∈ ΓC sowie jedes k ∈ {0, . . . , n− s− 1} gilt nun:

(Ck)γ = Ck

Um das einzusehen, betrachte eine Matrix A = (aij), die die Kollineation γ induziert. Ganz allge-
mein gilt:

AT

 ∂w(FA−1)
∂x(FA−1)
∂y(FA−1)

 =

 (∂wF )A−1

(∂xF )A−1

(∂yF )A−1


und deswegen a11∂w(FA−1) + a21∂x(FA−1) + a31∂y(FA−1) = (∂wF )A−1. Wenn γ die Kurve C
fixiert, ist a21 = a31 = 0 sowie a11 6= 0 wegen Sγ = S. Man kann A normieren, indem man a11 = 1
setzt. Damit ist dann

∂w(FA−1) = (∂wF )A−1.

Da C= Cγ die Nullstellenmenge von FA−1 ist, ist C1 auch die Nullstellenmenge von ∂w(FA−1).
Andererseits ist (C1)γ die Nullstellenmenge von (∂wF )A−1, also:

C1 = (C1)γ ∀ γ ∈ ΓC

Rekursiv6 folgt dann Ck = (Ck)γ ∀ k ∈ {0, . . . , n− s− 1}, ∀ γ ∈ ΓC .

(3) Wir setzen nun m := n− s und betrachten die Kurve Cm−1, gegeben durch

Fm−1(w, x, y) = (m− 1)!(mxsw + xrgs+1−r(x, y))

mit r ∈ {0, . . . , s + 1}, einer homogenen Form gs+1−r ∈ L[x, y] vom Grad s + 1 − r und mit
x 6 |gs+1−r.

Falls r = s ist, ist Cm−1 die Nullstellenmenge von

xs(mw + g1(x, y)) = 0.

Wegen m 6= 0 und Cγ
m−1 = Cm−1 für γ ∈ ΓC muß jedes Element aus ΓC die Gerade l mit der

Gleichung mw + g1(x, y) = 0 festlassen. Es ist l 6= T = [0 : 1 : 0] und S 6∈ l. Also muß ΓC einen
zweiten Fixpunkt l ∩ T haben, ein Widerspruch zu Satz 25.

Falls r = s+ 1 ist, ist Cm−1 die Nullstellenmenge von

xs(mw + xg0(x, y)) = 0.

In der Klammer steht wieder eine Geradengleichung, und damit ergibt sich ein Widerspruch mit
demselben Argument wie vorher.

Falls r < s ist, ist Cm−1 die Nullstellenmenge von

xr(mxs−rw + gs+1−r(x, y)) = 0.
6Man beachte, daß die Kurven Ci dieselbe Singularität wie C haben.
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Betrachten wir die Komponente in der Klammer. Alle Punkte P = (w : x : y) mit P 6∈ [0 : 1 : 0]
sind oBdA. gegeben durch P = (w : 1 : y). Ein Punkt P auf Cm−1\[0 : 1 : 0] ist dann von der
Form P = (w(y) : 1 : y) mit y ∈ L und

w(y) = − 1
m
gs+1−r(1, y) =:

1
m
h(y).

Das Polynom h ∈ L[y] hat den Grad s+ 1− r, da x 6 |gs+1−r. Die affine Kurve

{(y, h(y)) ∈ L2 : y ∈ L}

hat einen Wendepunkt, wenn h′′(y) einen Grad ≥ 1 hat. Diese affine Kurve darf aber keine Wen-
depunkte haben, denn wenn die (endliche) Menge

W := {( 1
m
h(y) : 1 : y) ∈ P2(L) : (y, h(y)) ist Wendepunkt von h}

nicht leer ist, operiert ΓC auf W . Dann ist der Stabilisator ΓW von W in ΓC eine unendliche
Gruppe wegen [ΓC : ΓW ] <∞. Wegen Satz 25 folgt deswegen:

deg(h) = s+ 1− r ≤ 2

Wegen r < s ist also r = s− 1 und weiter Fm−1(w, x, y) = m!xs−1(wx+ 1
mg2(x, y)) mit einer nicht

durch x teilbaren homogenen Form g2 vom Grad zwei. Es sei K̂ die Nullstellenmenge von

wx+
1
m
g2(x, y) = 0.

Die Kurve K̂ hat den Grad zwei und ist eine Komponente von Cm−1. Ist K̂ reduzibel, so ist, da
der Term wx auftritt, ein Faktor die Gleichung einer Geraden l mit S 6∈ l. Dann hätte wegen
K̂γ = K̂ ∀γ ∈ ΓC die Gruppe ΓC einen weiteren Fixpunkt l ∩ T 6= S, ein Widerspruch zu Satz 25.
Deshalb ist K̂ ein nichtentarteter Kegelschnitt, der den Punkt (1 : 0 : 0) enthält und dort dieselbe
Tangente wie C hat.

(4) Nun führen wir eine Koordinatentransformation α durch, so daß Sα = (0 : 0 : 1), Tα =
[1 : 0 : 0] und K̂α =: K = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wy − x2 = 0} ist. Da alle nichtentarteten
Kegelschnitte in P2(L) projektiv äquivalent sind, kann man das machen. Es ist K∩Cα = Sα, denn
wäre |K ∩ Cα| ≥ 2, so müßte ΓC auf der endlichen Menge der Schnittpunkte K ∩ Cα operieren
und der Stabilisator dieser Schnittpunkte in ΓC hätte unendlich viele Elemente sowie mindestens
zwei Fixpunkte, ein Widerspruch zu Satz 25. Wegen Hilfssatz 19 gilt nun, daß ΓCα induziert wird
durch eine Untergruppe von

H ′ :=

h′(t, λ) =

 1 0 0
t λ 0
t2 2λt λ2

 ∈ GL3(L) : t ∈ L, λ ∈ L∗

 < GL3(L).

Es sei H die durch H ′ gegebene Kollineationsgruppe und h(t, λ) die durch die Matrix h′(t, λ)
definierte Kollineation. Weiter sei

ZC := {h(0, λ) ∈ H : ∃t ∈ L mit h(t, 1)h(0, λ) ∈ ΓCα}.

Wir zeigen nun: |ZC | <∞
Man rechnet leicht nach, daß o(h(t, λ)) = o(λ) ist für λ 6= 1. Wenn |{1, λ, λ2}| = 3 ist, wähle man
einen Punkt P ∈ C, der nicht auf dem Fixdreieck von h(t, λ) liegt. Dann existiert ein (nichtent-
arteter) Kegelschnitt KP mit P 〈h(t,λ)〉 ⊂ KP und |P 〈h(t,λ)〉| = o(λ) (vgl. Abschnitt 2.1). Da für
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h(t, λ) ∈ ΓC dann P 〈h(t,λ)〉 ⊂ K ∩ C ist und C irreduzibel vorausgesetzt war, ist o(λ) ≤ 2n (Satz
von Bézout). Damit folgt |ZC | <∞.
Deswegen existiert ein h0 ∈ ZC , so daß die Menge Z0 := {h(t, 1) ∈ H : h(t, 1)h0 ∈ ΓCα}
unendlich viele Elemente besitzt. Wählen wir ein h(t0, 1) ∈ Z0 aus und betrachten die Menge
H0 := {h(t0, 1)h0(h(t, 1)h0)−1 : h(t, 1) ∈ Z0} = {h(t0 − t, 1) : h(t, 1) ∈ Z0} ⊂ ΓCα . Wegen
|Z0| = ∞ ist auch |H0| = ∞. Die nichttrivialen Kollineationen von H0 haben unendliche Ordnung
und für jeden Punkt P ∈ C, P 6∈ [1 : 0 : 0] sowie jedes h ∈ H0\{id} existiert ein (nichtentarteter)
Kegelschnitt KP mit P 〈h〉 ⊂ KP , |P 〈h〉| = ∞. Wäre also so ein h in ΓCα enthalten, so wäre wegen
|Cα ∩KP | = ∞ die Kurve C reduzibel (Satz von Bézout), der gewünschte Widerspruch. �

Damit ist nun der Fall charL = 0 vollständig geklärt. Für charL = p > 2 findet man neben den
VP-Kurven und den Translationskurven überraschenderweise noch einen dritten Kurventyp, der
eine unendliche Kollineationsgruppe haben kann. Da diese Kurven mit Kegelschnitten verwandt
sind, nennen wir sie KV-Kurven.

DEFINITION 15 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p 6= 2 und
C ⊆ P2(L) die Nullstellenmenge des homogenen Polynoms

F (w, x, y) =
N∑

i=0

(w2)pN−pi

(Fi(w, x, y))
pi

vom Grad n = 2pN für ein N ∈ N sowie homogene Formen Fi(w, x, y) = αiwx + βiwy + 1
2βix

2

vom Grad 2. Dabei gelte (α0, β0) 6= (0, 0), βN 6= 0 und für ein i ∈ {1, . . . , N} sei (0, 0) 6= (αi, βi) 6∈
L · (α0, β0). Eine Kurve in P2(L), die projektiv äquivalent ist zu einer Kurve C, heißt KV-Kurve.

Eine KV-Kurve hat genau eine Singularität S = (0 : 0 : 1), diese wiederum hat genau eine Tangente,
nämlich [1 : 0 : 0] = [∞]. Man kann [∞] als unendlich ferne Gerade bzgl. einer affinen Ebene
auffassen. Betrachtet man die zugehörige affine Kurve, in diesem Fall C\{S} als Nullstellenmenge
der Gleichung F (1, x, y) = 0, so sieht man, daß F die Summe von Formen Fi(1, x, y) ist, auf die
der Frobeniusautomorphismus angewandt wird:

F (1, x, y) =
N∑

i=0

(αix+ βiy +
1
2
βix

2)pi

Diejenigen Fi(1, x, y), die von Null verschieden und irreduzibel sind, definieren Parabeln, die die
unendlich ferne Gerade alle im selben Punkt S = (0 : 0 : 1) berühren. Affin treffen sie sich im
Punkt (0, 0), der dem projektiven Punkt (1 : 0 : 0) entspricht.
Es gibt KV-Kurven C, die irreduzibel sind, z.B. für N = 1, (α0, β0) = (1, 0), (α1, β1) = (0, 1)
erhält man:

F (w, x, y) = (w2)p−1(wx) + (w2)0(wy +
1
2
x2)p = w2p−1x+ wpyp +

1
2
x2p

Um die Irreduzibilität von F in diesem Fall zu zeigen, betrachten wir das affine Polynom f(x, y) :=
F (1, x, y) = yp + x + 1

2x
2p. Genau dann ist F irreduzibel, wenn f irreduzibel ist (vgl. [15], S.18,

Thm. 3.18). Fassen wir nun f(x, y) ∈ L[x, y] als Polynom in y über dem Körper L(x) auf und
setzen a := −x− 1

2x
2p, so liegt das Polynom yp−a ∈ (L(x)) [y] vor. Da a keine p-te Potenz in L(x)

ist, ist dieses Polynom irreduzibel über L(x) (vgl. [11], S.297, Thm. 9.1). Dann liegt über L[x] erst
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recht Irreduzibilität vor.
Daß KV-Kurven unendliche Kollineationsgruppen besitzen, wird im nächsten Satz gezeigt.

HILFSSATZ 28 Es sei p 6= 2 eine Primzahl und L ein algebraisch abgeschlossener Körper der
Charakteristik p. Weiter sei C eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n ≥ 3 in P2(L), die
mindestens eine Sigularität S besitzt. Außerdem sei C weder eine VP-Kurve noch eine Translati-
onskurve.
Für die Kollineationsgruppe ΓC von C gelte: |ΓC | = ∞

Dann gilt:

(I) C ist eine KV-Kurve

(II) In der Darstellung von Definition 15 hat eine KV-Kurve C die Kollineationsgruppe ΓC =
V oZ mit einem Normalteiler V von endlichem Index, der induziert wird von V ′ < GL3(L),

V ′ =


 1 0 0
a 1 0
b −a 1

 ∈ GL3(L) : (1 : a : b) ∈ C

 .

Der Faktor Z ist isomorph zu einer endlichen Gruppe, die repräsentiert wird von Diagonal-
matrizen aus Z ′,

Z ′ =


 1 0 0

0 c 0
0 0 c2

 ∈ GL3(L) : c ∈M

 .

Die Menge M ist eine durch die vorliegende Kurve eindeutig bestimmte endliche multiplika-
tive Untergruppe von L∗.

Beweis:

Der Beweis ist in 16 Schritte unterteilt. In (1) findet sich eine Liste diverser Ergebnisse früherer
Sätze sowie anderer benötigter Aussagen.
Die Schritte (2) bis einschließlich (8) beschäftigen sich mit der Gruppe ΓC bzw. dem Auffinden
einer geeigneten – handlicheren – Untergruppe V von ΓC mit |V | = ∞.
In den Schritten (9) bis (14) wird das Polynom F =

∑
aijkw

ixjyk der Kurve C, das unter der
Wirkung von V invariant sein muß, betrachtet. Dabei gelingt es, die Koeffizienten aijk aller echt
gemischten Monome (i, j, k ≥ 1) und einen Großteil der verbleibenden aijk (i oder j oder k = 0)
zu Null zu diskutieren.
In Schritt (15) wird das Polynom F noch geeignet umgeformt, in Schritt (16) schließlich wird (II)
gezeigt.

(1) Es sei oBdA. S = (0 : 0 : 1) ein s-facher Punkt, 2 ≤ s ≤ n − 1. Wir fassen kurz einige später
benötigte Aussagen zusammen:

a) Die Kurve C hat keine weitere Singularität.

b) Die Singularität S hat nur eine Tangente TS , oBdA. TS = [1 : 0 : 0] = [∞].

c) C ∩ TS = {S}
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d) Der Schnitt von ΓC mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Punkte ist endlich (Satz 25).

e) Der Schnitt von ΓC mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Geraden ist endlich (Satz 26).

f) Der Schnitt von ΓC mit dem Stabilisator eines (nichtentarteten) Dreiecks ist endlich (Satz 24).

g) Die Kurve C kann mit einer Geraden höchstens n Schnittpunkte haben. Insbesondere gilt,
daß ΓC keine Perspektivität der Ordnung > n haben kann.

h) Wenn (0 : 0 : 1) s-facher Punkt ist, ist C die Nullstellenmenge von

F (w, x, y) =
n∑

k=s

yn−kfk(w, x)

mit homogenen Formen fk vom Grad k. Die Form fs 6= 0 zerfällt in s Stück (nicht not-
wendigerweise verschiedene) Linearfaktoren Li. Die Tangenten an S sind gegeben durch die
Gleichungen Li = 0.

i) Für alle Geraden g durch S, die nicht Tangente an S sind, gilt für die Schnittmultiplizität m
von S mit g bzgl. C:

m(C, S, g) = s

j) Für eine Primzahl p 6= 2 und natürliche Zahlen n, k mit k ∈ {1, . . . , n−1} gilt (vgl. Bemerkung
3 auf Seite 23):

p
∣∣(n

k

)
∀k ∈ {1, . . . , n− 1} ⇔ n = pi für ein i ∈ N

∀i ∈ N mit n = 2pi : p 6
∣∣∣(2pi

k

)
⇔ k = pi

(2) Es sei

H ′ =


 1 0 0
a λ 0
b c µ

 ∈ GL3(L) : a, b, c, λ, µ ∈ L

 < GL3(L)

und H die von H ′ induzierte Untergruppe der PGL3(L). Da jede Kollineation aus ΓC die Singu-
larität S mitsamt ihrer Tangente TS festlassen muß, ist ΓC < H. Man kann H ′ in ein semidirektes
Produkt zerlegen:

H ′ = N ′ o Z ′ mit

N ′ =

n′(a, b, c) :=

 1 0 0
a 1 0
b c 1

 ∈ H ′ : a, b, c ∈ L

CH ′

Z ′ =

z′(λ, µ) :=

 1 0 0
0 λ 0
0 0 µ

 ∈ H ′ : λ, µ ∈ L∗

 < H ′

Sind N,Z, n(a, b, c), z(λ, µ) die von obigen Untergruppen bzw. linearen Abbildungen induzierten
projektiven Gruppen bzw. Kollineationen, so ergibt sich für jede Kollineation h ∈ H eine eindeu-
tige Darstellung h = n(a, b, c)z(λ, µ).
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(3) Zunächst wird gezeigt: In ΓC gibt es kein Element mit unendlicher Ordnung.

Es sei h = n(a, b, c)z(λ, µ) ∈ ΓC , h 6= id.
Falls |{1, λ, µ}| = 3 ist, hat h ein nichtentartetes Fixdreieck. Wegen (1f) ist dann o(h) <∞.
Falls |{1, λ, µ}| = 2 ist, ist – falls h′ diagonalisierbar ist – h eine Homologie, also o(h) ≤ n we-
gen (1g). Ist h′ nicht diagonalisierbar, so ist hp eine Homologie und damit o(hp) ≤ n. Dann ist
o(h) ≤ pn.
Für λ = µ = 1 ist h ∈ N und o(h) = p.

(4) Nun wird gezeigt: Die Menge der Elementordnungen {o(h) : h ∈ ΓC} ist nach oben beschränkt.

Angenommen, die Elementordnungen von ΓC werden beliebig groß. Dannn existiert eine Kollinea-
tion h = n(a′, b′, c′)z(λ, µ) ∈ ΓC , so daß n3 < o(h) ist und |{1, λ, µ}| = 3, denn die Ordnungen der
Kollineationen h ∈ ΓC , für die h′ keine drei verschiedenen Eigenwerte hat, sind durch pn nach
oben beschränkt.
Es sei ∆ das Fixdreieck von h mit Ecken S, P,Q, weiter P ∈ [∞] (P 6∈ C wegen (1c)). Außerdem:

g := Q ∨ P
l := Q ∨ S
Ωg := (g\{Q}) ∩ C, Ωh := (l\{Q,S}) ∩ C, Ω = Ωg ∪ Ωh

o(λ) := ad, o(µ) := bd, d := ggT (o(λ), o(µ))

Es ist o(h) = kgV (o(λ), o(µ)) = abd. Weil ho(λ) und ho(µ) Homologien sind, gilt wegen (1g):

b = o(µo(λ)) = o(ho(λ)) ≤ n

a = o(λo(µ)) = o(ho(µ)) ≤ n

Wegen n3 < o(h) = abd ist demnach n < d. Betrachte nun die Kollineation γ = hab mit o(γ) = d.
Jeder Punkt aus Ω hat unter 〈γ〉 eine kollineare Bahn der Länge d, aber wegen d > n und (1g)
folgt:

Ω = ∅

Es sei nun oBdA. ∆ das Einheitsdreieck, also Q = (1 : 0 : 0), P = (0 : 1 : 0). Der einfache Punkt
Q muß die Gerade g als Tangente haben, denn sonst wäre Ωg 6= ∅. Es ist m(C, S, l) = s, da l

keine Tangente von S ist (vgl. (1b), (1i)). Außerdem ist m(C,Q, l) = 1, da Q nicht l, sondern g

als Tangente hat. Wegen l ∩ C = {Q,S} ist also s+ 1 = n. Dann hat C die Gleichung

F (w, x, y) = ywn−1 + fn(w, x)

wobei fn eine homogene Form vom Grad n ist (vgl. (1b), (1h)). Da Q der einzige Schnittpunkt
von g mit C ist, folgt:

∃c ∈ L : F (w, x, 0) = fn(w, x) = c · xn

Dann ist aber C eine VP-Kurve (c 6= 0) oder reduzibel (c = 0), ein Widerspruch zu den Voraus-
setzungen des Satzes.

(5) Es sei U = ΓC ∩N . Dann muß gelten: |U | = ∞

Es sei ZC := {z(λ, µ) ∈ Z : ∃n ∈ N mit nz(λ, µ) ∈ ΓC}. Die Menge ZC enthält nur endlich viele
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Elemente, was man folgendermaßen einsieht:
Es sei M die größte auftretende Elementordnung in ΓC (vgl. (4)), weiter sei h = nz(λ, µ) ∈ ΓC

mit n ∈ N, z(λ, µ) ∈ Z, o(h) = k ≤ M . Wegen hk = n̂(z(λ, µ))k für ein n̂ ∈ N und hk = id ist
dann (z(λ, µ))k = id. Aber o(z(λ, µ)) = kgV (o(λ), o(µ))|k liefert o(λ) ≤ k und o(µ) ≤ k, also:

z(λ, µ) ∈ ZC ⇒ o(λ) ≤M, o(µ) ≤M ⇒ |ZC | <∞.

Weil aber |ΓC | = ∞ ist, existiert ein z0 ∈ ZC , so daß die Menge Z0 := {n ∈ N : nz0 ∈ ΓC}
unendlich viele Elemente besitzt. Betrachte nun ein n0 ∈ N mit n0z0 ∈ ΓC sowie die Menge

{n0z0(nz0)−1 : n ∈ Z0} = {n0n
−1 : n ∈ Z0} ⊆ N ∩ ΓC .

Wegen |Z0| = ∞ ist auch |{n0n
−1 : n ∈ Z0}| = ∞ und deshalb ist |N ∩ ΓC | = ∞.

Insbesondere folgt: [ΓC : U ] <∞

(6) Es sei

U ′ =

n′(a, b, c) =

 1 0 0
a 1 0
b c 1

 ∈ N ′ : n(a, b, c) ∈ U

 und

I =
{
(a, b, c) ∈ L3\{(0, 0, 0)} : n(a, b, c) ∈ U

}
.

Eine Kollineation n(a, b, 0) mit (a, b) 6= (0, 0) ist eine Elation mit Zentrum Z = (0 : a : b) und Achse
g = [∞].

Eine Kollineation n(0, b, c) mit (b, c) 6= (0, 0) ist eine Elation mit Zentrum Z = (0 : 0 : 1) und Achse
g = [b : c : 0].

Eine Kollineation n(a, b, c) mit ac 6= 0 hat genau einen Fixpunkt (nämlich S) und genau eine
Fixgerade (nämlich TS).

Wegen (1d) und (1e) gilt:

|{(0, b, c) ∈ L3 : (0, b, c) ∈ I} ∪ {(a, b, 0) ∈ L3 : (a, b, 0) ∈ I}| <∞

Insbesondere ist also |{(a, b, c) ∈ I : ac 6= 0}| = ∞.

(7a) Man kann annehmen, daß n0, induziert durch

n′0 =

 1 0 0
−1 1 0
0 1 1

 ,

in U enthalten ist:

Für n0 6∈ U betrachte n̂ := n̂(a0, b0, c0) ∈ U mit a0c0 6= 0, weiter

h′1 =

 1 0 0
b0

a0c0

1
a0

0
0 0 1

a0c0

 , h′2 =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 , h := h2h1.

Wegen n′0 = h′n̂′h′−1 ist n0 im Stabilisator (ΓC)h = ΓCh von Ch enthalten. Da h ∈ H ist und
N C H, kann man statt (ΓC , C) bzw. (U,C) die projektiv äquivalente Situation (ΓCh , Ch) bzw.

122



(Uh, Ch) betrachten: Es ist Nh = N und deshalb Uh = (ΓC ∩N)h = ΓCh ∩N .

(7b) Man kann annehmen, daß der Punkt (1 : 0 : 0) auf der Kurve C liegt:

Rechnet man den Zentralisator Z(n′0) von n′0 in N ′ aus, so erhält man

Z(n′0) = {n′(a, b, c) ∈ N ′ : c = −a}, denn 1 0 0
a 1 0
b c 1

 1 0 0
−1 1 0
0 1 1

 1 0 0
−a 1 0

ac− b −c 1

 =

 1 0 0
−1 1 0

−a− c 1 1

 .

Falls (1 : 0 : 0) nicht auf C liegt, wähle man einen Punkt P = (1 : x : y) ∈ C\{S} und betrachte
die Kollineation h, die von

h′ =

 1 0 0
−x 1 0

−x2 − y x 1

 ∈ Z(n′0)

induziert wird. Wegen Ph = (1 : 0 : 0) enthält die Kurve Ch den Punkt (1 : 0 : 0) und Uh enthält
das Element n0. Also kann man statt C die Kurve Ch betrachten, denn wegen h ∈ Z(n′0) enthält
die Gruppe Uh ebenfalls das Element n0.

(7c) Eine für später wichtige Konsequenz aus (7b) ist wegen 1 0 0
a 1 0
b c 1

 1
0
0

 =

 1
a

b

 ,

daß für alle (a, b, c) ∈ I gilt: (1 : a : b) ∈ C (∗)

(8) Es sei J = {(a, b) ∈ L2 : (a, b,−a) ∈ I}, weiter V ′ := {n′(a, b,−a) ∈ N ′ : n′(a, b,−a) ∈ U ′}
sowie V die von V ′ ∪ {n′(0, 0, 0)} induzierte Untergruppe der PGL3(L).

Wir zeigen nun: |V | = ∞

Angenommen, |V | < ∞. Jetzt lassen wir die Gruppe U auf ihren Elementen durch Konjugation
operieren. Weil V der Zentralisator von n0 in U ist (vgl. (7b)), hat man [U : V ] = |nU

0 |. Wegen
|U | = ∞ folgt aus der Annahme |V | <∞, daß |nU

0 | = ∞ ist. Die Menge nU
0 wird induziert von der

Menge n′U
′

0 :
n′U

′

0 = {n′(−1,−a− c, 1) ∈ N ′ : (a, b, c) ∈ I ∪ {(0, 0, 0)}} ⊆ U ′

Dann ist aber n−1
0 nU

0 eine unendliche Teilmenge von U , induziert von n′−1
0 n′U

′

0 :

n′−1
0 n′U

′

0 = {n′(0,−a− c, 0) ∈ N ′ : (0,−a− c, 0) ∈ I ∪ {(0, 0, 0)}}

Das ist ein Widerspruch zu (6).

Wir betrachten also ab jetzt V ≤ ΓC , |V | = ∞, induziert von

V ′ =

n′(a, b) := n′(a, b,−a) =

 1 0 0
a 1 0
b −a 1

 ∈ N ′ : (a, b) ∈ J ∪ {(0, 0)}

 < GL3(L)

123



(9) In den folgenden Schritten des Beweises beschäftigen wir uns mit der Gleichung F der Kurve
C, oder genauer, mit den Koeffizienten des Polynoms F ∈ L(w, x, y), dessen Nullstellenmenge C
ist:

F (w, x, y) =
∑
i,j,k

aijkw
ixjyk

=
n∑

k=s

yn−kfk(w, x),

fk homogene Formen vom Grad k,
2 ≤ s ≤ n− 1 (vgl. (1h)), fs(w, x) = ws (vgl. (1b), (1h))

Für die Koeffizienten gilt:

(A)



ai,j,k = 0 ∀k > n− s, k ≤ n, da S = (0 : 0 : 1) s-facher Punkt
ai,j,n−s = 0 ∀j 6= 0, 1 ≤ j ≤ n

as,0,n−s 6= 0, da fs(w, x) = ws

a0,j,n−j = 0 ∀j 6= n, 0 ≤ j ≤ n− 1 (vgl. (1c))
a0,n,0 6= 0
an,0,0 = 0, da (1 : 0 : 0) ∈ C (vgl. (7b))

Es sei nun n(a, b) ∈ V . Wir zerlegen n(a, b) in ein Produkt ε−1
2 (a, b)ε1(a):

n′(a, b) =

 1 0 0
a 1 0
b −a 1

 =

 1 0 0
a 1 0
b 0 1


︸ ︷︷ ︸

=:ε′−1
2 (a,b)

 1 0 0
0 1 0
0 −a 1


︸ ︷︷ ︸

=:ε′1(a)

Damit ist dann n(a, b) ∈ V äquivalent zu

Cn(a,b) = C ⇐⇒ Cε−1
2 (a,b)ε1(a) = C

⇐⇒ Cε2(a,b) = Cε1(a) =: C(a,b)

Die Kurve Cε1(a) ist Nullstellenmenge des Polynoms F (a)
1 (w, x, y) := F (w, x, ax + y), die Kurve

Cε2(a,b) ist Nullstellenmenge des Polynoms F (a,b)
2 (w, x, y) := F (w, aw + x, bw + y). Man erhält:

(B′)



F
(a,b)
2 (w, x, y) =

∑
i1,i2,i3

 ∑
j ≥ i2
k ≥ i3

(
j

i2

)(
k

i3

)
ai,j,ka

j−i2bk−i3

wi1xi2yi3

=:
∑

i1,i2,i3

bi1,i2,i3(a, b)w
i1xi2yi3

F
(a)
1 (w, x, y) =

∑
i1,i2,i3

(
i2∑

γ=0

ai1,i2−γ,i3+γ

(
i3 + γ

γ

)
aγ

)
wi1xi2yi3

=:
∑

i1,i2,i3

ci1,i2,i3(a)w
i1xi2yi3

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir ein Tripel (i1, i2, i3) von Zahlen aus N0, so daß
i1 + i2 + i3 = n ist, mit (i). Die Menge all dieser Tripel sei In.

Es gilt wegen Cε1(a) = Cε2(a,b) = C(a,b):

(B′′)

{
∀(a, b) ∈ J ∃! c(a, b) 6= 0, so daß gilt:

∀(i) ∈ In : b(i)(a, b) · c(a, b) = c(i)(a)
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(10) Jetzt wird gezeigt, daß die Konstante c(a, b) für alle (a, b) ∈ J gleich 1 sein muß:

Betrachte für (a, b) ∈ J die Koeffizienten bs,0,n−s(a, b) und cs,0,n−s(a):

bs,0,n−s(a, b)
(B′)
=

∑
j ≥ 0
k ≥ n − s

ai,j,k

(
j

0

)(
k

n− s

)
ajbk−(n−s) (A)

= as,0,n−s 6= 0

cs,0,n−s(a)
(B′)
=

0∑
γ=0

as,0−γ,n−s+γ

(
n− s+ γ

γ

)
aγ = as,0,n−s 6= 0

Für (i) = (s, 0, n− s) liefert (B′′) dann c(a, b) = 1 ∀(a, b) ∈ J . Wir erhalten also:

(B)



∀(a, b) ∈ J, ∀(i) ∈ In, (i) = (i1, i2, i3) :

b(i)(a, b) =
∑

j ≥ i2
k ≥ i3

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
aj−i2bk−i3

c(i)(a) =
i2∑

γ=0

ai1,i2−γ,i3+γ

(
i3 + γ

γ

)
aγ

b(i)(a, b) = c(i)(a)

bi1,i2,i3(a, b) = 0 ∀i3 > n− s

bi1,i2,n−s(a, b) = 0 ∀i2 6= 0
bs,0,n−s(a, b) = as,0,n−s 6= 0
b0,i2,n−i2(a, b) = 0 ∀i2 < n

b0,n,0(a, b) = a0,n,0 6= 0
bn,0,0 = 0


(B′′′)

Die Bedingungen (B′′′) erhält man entweder durch Nachrechnen (unter Verwendung von (A) und
(B′′) sowie c(a, b) = 1) oder aber man überlegt sich, daß die Kurve C(a,b) für (a, b) ∈ J dieselben
Bedingungen aus (1) erfüllt, die für das System (A) der Koeffizienten von F herangezogen wurden.

(11) Werfen wir einen Blick auf die Ausdrücke b(i)(a, b) und c(i)(a) in (B).
Ersetzt man darin die Paare (a, b) ∈ J durch Unbekannte (x, y), so kann man (für jedes (i) ∈ In)
Polynome definieren:

B̂(i)(x, y) :=
∑

j ≥ i2
k ≥ i3

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
xj−i2yk−i3

Ĉ(i)(x) :=
i2∑

γ=0

ai1,i2−γ,i3+γ

(
i3 + γ

γ

)
xγ

Wegen b(i)(a, b)− c(i)(a) = 0 ∀(a, b) ∈ J müssen dann alle (a, b) ∈ J Nullstellen des Polynoms

Q(i)(x, y) := B̂(i)(x, y)− Ĉ(i)(x)

sein. Betrachtet man nun die Homogenisierung H(i)(w, x, y) von Q(i) (falls Q(i) das Nullpolynom
ist, ist auch H(i) = 0) und die Kurve C(i), die die Nullstellenmenge von H(i) ist (falls H(i) = 0 ist,
ist C(i) = P2(L)), so findet man:

(1 : a : b) ∈ C(i) ∀(a, b) ∈ J, ∀(i) ∈ In
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Wegen (∗) aus (7c) gilt aber auch:

(1 : a : b) ∈ C ∀(a, b) ∈ J

Für jedes (i) ∈ In gilt also wegen |J | = ∞:

|C(i) ∩ C| = ∞

Wir werden gleich zeigen, daß H(i) höchstens den Grad n hat. Da C irreduzibel ist, muß (Satz von
Bézout) für alle (i) ∈ In gelten:

(C′)


C(i) = C oder C(i) = P2(L) bzw.
H(i) = const. · F oder H(i) = 0 bzw.

Q(i)(x, y) = const. · F (1, x, y) oder Q(i)(x, y) = 0

Deshalb werden wir solche (i) ∈ In suchen, für die H(i) nicht a priori das Nullpolynom ist und für
die degH(i) < n ist. Die in H(i) bzw. Q(i) auftretenden Koeffizienten müssen dann alle verschwin-
den. Auf diese Weise werden wir möglichst viele der aijk zu Null diskutieren.

(12) Der jeweils erste Summand von B̂(i) und Ĉ(i) ist gleich und hebt sich in Q(i) weg, denn es ist

ai1,i2,i3

(
i2
i2

)(
i3
i3

)
x0y0 − ai1,i2,i3

(
i3
0

)
x0 = 0.

Somit ist dann

Q(i)(x, y) =
∑

j ≥ i2, k ≥ i3
j + k > i2 + i3

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
xj−i2yk−i3

︸ ︷︷ ︸
=:B(i)(x,y)

−
i2∑

γ = 1

ai1,i2−γ,i3+γ

(
i3 + γ

γ

)
xγ

︸ ︷︷ ︸
=:P(i)(x)

.

Betrachtet man die Grade von Q(i), B(i) und P(i), so findet man:

(a) deg(B(i)) = n ⇔ (i) = (n, 0, 0)
(b) deg(P(i)) < n ∀ (i) ∈ In

Zu (a):

”⇒“ deg(B(i)) = n ⇒ j − i2 + k − i3 = n für ein Paar (j, k) mit j ≥ i2, k ≥ i2, j + k > i2 + i3
⇒ i2 + i3 = 0 ⇒ (i) = (n, 0, 0)

”⇐“ B(n,0,0) =
∑

j ≥ 0, k ≥ 0
(j, k) 6= (0, 0)

ai,j,k

(
j

0

)(
k

0

)
xjyk =

∑
ai,j,kx

jyk (wegen an,0,0 = 0, vgl. (A))

= F (1, x, y) ⇒ degB(n,0,0) = n

Zu (b): Es ist deg(P(i)) ≤ i2. Wäre deg(P(i)) = n, so wäre (i) = (0, n, 0), also P(i) =
∑n

γ=1 a0,n−γ,γ

(
γ
γ

)
xγ .

Der Koeffizient von xn ist dann a0,0,n, der ist aber wegen (A) gleich Null.

Aus (a) und (b) ergibt sich also:

deg(Q(i)) = deg(B(i) − P(i)) = n ⇔ (i) = (n, 0, 0)
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Für (i) = (n, 0, 0) berechnet sich Q(i) zu

Q(i) =
∑

j ≥ 0, k ≥ 0
j + k > 0

ai,j,kx
jyk − 0 = F (1, x, y),

also ist H(i) = F . Wir halten fest:

∀ (i) ∈ In\{(n, 0, 0)} : Q(i)(x, y) = B(i)(x, y)− P(i)(x) = 0

(12) Wir spalten nun B(i) auf in eine Summe D(i) +E(i), so daß E(i) nur Monome xαyβ mit β ≥ 1
enthält und D(i) ∈ L[x] ist:

B(i)(x, y) =
∑

j ≥ i2 + 1

ai,j,i3

(
j

i2

)
xj−i2

︸ ︷︷ ︸
=:D(i)(x)

+
∑

j ≥ i2
k ≥ i3 + 1

ai,j,k

(
j

i2

)(
k

i3

)
xj−i2yk−i3

︸ ︷︷ ︸
=:E(i)(x,y)

Also:
(C) Q(i)(x, y) = E(i)(x, y) + (D(i)(x)− P(i)(x)) = 0 ∀ (i) ∈ In\{(n, 0, 0)}

(13) Betrachtung der E(i):

Da in E(i) nur Monome auftreten, die von y geteilt werden, D(i) − P(i) aber keine Monome mit y
enthält, muß gelten:

(D)

{
∀ (i) ∈ In\{(n, 0, 0)}, (i) = (i1, i2, i3) :

∀ (i, j, k) ∈ In mit j ≥ i2, k ≥ i3 + 1 : ai,j,k

(
j
i2

)(
k
i3

)
= 0

Wir betrachten nun Tupel (i, j, k) ∈ In mit j + k ≥ 2, k ≥ 1, k ≤ n − s (denn für j + k = 0 ist
ai,j,k = an,0,0 = 0 wegen (A), für j + k = 1 kommt ai,j,k in (D) nicht vor):

(a) j = 0, k ≥ 2
Falls k keine p-Potenz ist, betrachte (i) = (i1, i2, i3) mit i2 = 0 und i3 ∈ {1, . . . , k − 1} mit(

k
i3

)
6≡ 0(mod p). So ein i3 existiert wegen (1j).

Dann folgt:

ai,j,k

(
j
i2

)(
k
i3

)
= an−k,0,k

(
k
i3

) (D)
= 0

⇒ an−k,0,k = 0, falls k keine p-Potenz ist.

(b) 0 < j < n, j + k ≥ 2, k ≥ 1
Betrachte (i) = (i1, i2, i3) mit i3 = 0, i2 = j. Es folgt:

ai,j,k

(
j

j

)(
k

0

)
= ai,j,k

(D)
= 0 ∀ (i, j, k) ∈ In mit k ≥ 1, j ≥ 1

(c) Weil wegen (A) der Koeffizient as,0,n−s 6= 0 ist, ist n− s eine p-Potenz, etwa n− s = pN .

Wenn also für ein (i, j, k) ∈ In gilt, daß ai,j,k 6= 0 ist, folgt:

(i, j, k) ∈ {(n− pα, 0, pα) : α ∈ N0, p
α ≤ n− s = pN} ∪ {(n− j, j, 0) : j = 1, . . . , n}

(14) Jetzt schlachten wir den nur von x abhängigen Teil in (C) aus:
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Setze F(i) = D(i) − P(i), dann gilt:

(E′)


∀ (i) ∈ In\{(n, 0, 0)}, (i) = (i1, i2, i3) :

F(i)(x) =
∑

j≥i2+1

ai,j,i3

(
j

i2

)
xj−i2 −

i2∑
γ=1

ai1,i2−γ,i3+γ

(
i3 + γ

γ

)
xγ = 0

Für i2 = 0 besteht P(i) aus der leeren Summe. Für i2 ≥ 1 ist

P(i)(x) = ai1,0,i2+i3

(
i2 + i3
i2

)
xi2 ,

denn für γ ∈ {1, . . . , i2 − 1} ist ai1,i2−γ,i3+γ = 0, da dann i2 − γ ≥ 1, i3 + γ ≥ 1 ist (vgl. (13 b)).
Wir betrachten nun F(i) für (i) = (n− i2, i2, 0) mit i2 ∈ {1, . . . , n− 1}:

(E) ∀ i2 ∈ {1, . . . , n− 1} : F(i)(x) =
∑

j≥i2+1

an−j,j,0

(
j

i2

)
xj−i2 − an−i2,0,i2x

i2 = 0

(a) i2 = n− 1:

F(i)(x) = a0,n,0

(
n
1

)
x− a1,0,n−1x

n−1 (E)
= 0. Wegen (A) sowie s ≥ 2 ist a1,0,n−1 = 0, a0,n,0 6= 0,

also gilt:
p|n

(b) i2 = 1:

F(i)(x) =
∑
j≥2

an−j,j,0jx
j−1 − an−1,0,1x

= (2an−2,2,0 − an−1,0,1)x+
∑
j≥3

an−j,j,0jx
j−1 (E)

= 0

⇒
{

2an−2,2,0 = an−1,0,1

∀ j ≥ 3, p 6 |j : an−j,j,0 = 0

}
(c) Betrachte nun alle an−j,j,0 mit j ≥ 3, p|j:

(c1) Falls j 6= pα, j 6= 2pα (α ∈ N), existiert ein u ∈ N\{1, 2} mit j = upα, p 6 |u, α ≥ 1. Für
i2 = pα tritt ai,j,k in F(i) als Koeffizient (in Verbindung mit einem Binomialkoeffizienten)
auf, mit (E) folgt:

an−j,j,0

(
j

pα

)
= 0,

(
j

pα

)
6≡ 0(mod p) (vgl. (1j))

⇒ an−j,j,0 = 0 ∀ j ≥ 3, p|j, j 6= pα, j 6= 2pα

(c2) Für j = 2pα tritt ai,j,k in F(i) als Koeffizient (mit einem Binomialkoeffizienten) auf.
Wenn (i) = (n− i2, i2, 0) ist mit 1 ≤ i2 < 2pα, findet man in Verbindung mit (E):

i2 6= pα ⇒
(
j

i2

)
≡ 0(mod p) ⇒ an−j,j,0

(
j

i2

)
= 0

Für i2 = pα kommt an−j,j,0 in F(i) doppelt vor (nämlich in D(i) und C(i)). Es muß
gelten:

an−j,j,0

(
j

pα

)
− an−pα,0,pα = 0 bzw.

an−2pα,2pα,0

(
2pα

pα

)
− an−pα,0,pα = 0 ∀j = 2pα, α ∈ {1, . . . , N}
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Wendet man die Formel
(
m+n

r

)
=
∑r

i=0

(
m

r−i

)(
n
i

)
für Binomialkoeffizienten an mit m =

n = r = pα, so erhält man in Verbindung mit (1j), daß
(
2pα

pα

)
≡ 2(mod p) ist. Zusammen

mit (14 b) gibt das:

an−2pα,2pα,0 · 2 = an−pα,0,pα ∀ j = 2pα, α ∈ {0, . . . , N}

(15) Fassen wir die Ergebnisse aus (13) und (14) zusammen:

ai,j,k 6= 0 ⇒ (i, j, k) ∈ {(n− pα, 0, pα) : α = 0, . . . , N}∪
{(n− pα, pα, 0) : α = 0, . . . , N}∪
{(n− 2pα, 2pα, 0) : α = 0, . . . , N}

sowie ∀ α ∈ {0, . . . , N} : an−2pα,2pα,0 = 1
2an−pα,0,pα

Dann ist

F (w, x, y) =
∑

ai,j,kw
ixjyk

=
N∑

i=0

an−pi,0,piwn−pi

ypi

+
N∑

i=0

an−pi,pi,0w
n−pi

xpi

+
N∑

i=0

an−2pi,2pi,0w
n−2pi

x2pi

=
N∑

i=0

an−pi,0,piwn−pi

ypi

+
N∑

i=0

an−pi,pi,0w
n−pi

xpi

+
N∑

i=0

1
2
an−pi,0,piwn−2pi

x2pi

.

Setzen wir ai = an−pi,pi,0 und bi = an−pi,0,pi , so ist

F (w, x, y) =
N∑

i=0

aiw
n−pi

xpi

+
N∑

i=0

biw
n−pi

ypi

+
N∑

i=0

1
2
biw

n−2pi

x2pi

.

Jetzt sind wir mit Teil (I) des Satzes fast fertig. Wir müssen nur noch prüfen, ob die Kurve den
Grad n = 2pN hat und der Definition 15 entspricht.
Für n > 2pN folgt w|F , also ist 6 ≤ n = 2pN . Jetzt formen wir F ein wenig um:

N∑
i=0

(
aiw

2pN−pi

xpi

+ biw
2pN−pi

ypi

+
1
2
biw

2pN−2pi

x2pi

)
=

N∑
i=0

(
pi√
aiwx+ pi

√
biwy +

1
2

pi
√
bix

2

)pi

w2pN−2pi

Setzen wir Fi(w, x, y) = pi√aiwx+ pi√
biwy + 1

2
pi√
bix

2 und αi = pi√ai, βi = pi√
bi, so ist

F (w, x, y) =
N∑

i=0

(w2)pN−pi

F pi

i .

Wegen (1a) und (A) gilt: (α0, β0) 6= (0, 0), βN 6= 0. Nehmen wir nun an, für jedes i ∈ {1, . . . , N}
gilt: ( pi√ai,

pi√
bi) ≡ (a0, b0). Das impliziert:

∀ i ∈ {1, . . . , N}∃ci ∈ L mit ( pi√
ai,

pi
√
bi) = (cia0, cib0),

also Fi = ciF0, und weiter

F =
N∑

i=0

(w2)pN−pi

cp
i

i F
pi

0 .
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Nun substituieren wir w2 =: t, F0 =: r. Der Ausdruck
∑
cp

i

i t
pN−pi

rpi

ist homogen vom Grad pN

und faktorisiert zu
pN∏
i=1

(uit+ vir), (ui, vi) ∈ L2\{(0, 0)},

rücksubstituiert ist dann

F =
pN∏
i=1

(uiw
2 + viF0).

Da es sich bei der Gleichung uiw
2 + viF0 um die Gleichung eines (eventuell entarteten) Kegel-

schnittes handelt, ist F reduzibel, im Widerspruch zur Irreduzibilität von C. Also ist (I) gezeigt.

(16) Nun wird gezeigt, daß ΓC ein semidirektes Produkt ΓC = V oZ ist, wobei V der Normalteiler
von endlichem Index aus (8) ist und Z isomorph zu einer endlichen Gruppe, die von Diagonalma-
trizen repräsentiert wird.

Es sei F (w, x, y) =
∑N

i=0

(
wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) + 1
2biw

n−2pi

x2pi
)

und die Nullstellenmenge C von

F sei eine irreduzible KV-Kurve vom Grad n = 2pN mit Stabilisator ΓC . Daß tatsächlich jede
Kollineation, die von einer Matrix der Form 1 0 0

a 1 0
b −a 1

 ∈ GL3(L) mit (1 : a : b) ∈ C

induziert wird, die Kurve C invariant läßt, bestätigt man leicht durch Nachrechnen.
Daß [ΓC : V ] <∞ ist, folgt aus (8) und (5) wegen [U : V ] <∞, [ΓC : U ] <∞.

Für die Koeffizienten von F gilt (vgl. Definition 15, S.118):

ai = αpi

i , bi = βpi

i , βN 6= 0

Falls αN 6= 0 ist, betrachte man statt C,F, V und ΓC die Objekte Cα, Fα, V α und ΓCα , wobei α
induziert werde von der Matrix A mit

A =

 1 0 0
0 1 0
0 αN

βN
1

 .

Es ist dann nämlich Fα = F◦A−1 mit Fα(w, x, y) =
∑N

i=0

(
wn−pi

(a′ix
pi

+ b′iy
pi

) + 1
2b
′
iw

n−2pi

x2pi
)

mit a′i = ai − bi
aN

bN
, b′i = bi ∀i = 0, . . . , N , also a′N = 0, b′N 6= 0. Weiter wird V α induziert von

allen Matrizen der Form  1 0 0
a 1 0
b −a 1

 ∈ GL3(L), (1 : a : b) ∈ Cα.

Deshalb kann man für das Polynom F oBdA. annehmen, daß aN = 0 ist.

Jedes Element γ′ ∈ ΓC muß die Singularität (0 : 0 : 1) von C mitsamt ihrer Tangente [∞] festlassen,
also wird γ′ induziert von einer Matirx B der Form

B =

 1 0 0
a c 0
b d e

 ∈ GL3(L).
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Wegen (1 : 0 : 0) ∈ C folgt (1 : a : b) ∈ C. Die Matrix A mit 1 0 0
a 1 0
b −a 1

−1 1 0 0
a c 0
b d e

 =

 1 0 0
0 c 0
0 ac+ d e

 =:

 1 0 0
0 c 0
0 f e

 =: A−1

induziert dann eine Kollineation γ ∈ ΓC . Betrachte nun das Polynom F ◦ A−1. Wegen γ ∈ ΓC

existiert ein t ∈ L∗ mit F ◦ A−1 = tF . Rechnet man das – unter Verwendung von aN = 0 – aus
und macht einen Koeffizientenvergleich, so erhält man:

f = 0, e = c2.

Dann ist, da die Menge 
 1 0 0

0 c 0
0 0 c2

 ∈ GL3(L) : c ∈ L∗


der Normalteiler einer Buekenhoutgruppe ist (vgl. Definition 8, S.74, in Verbindung mit Hilfssatz
19, S.75), die Menge aller Kollineationen aus ΓC , die von solchen Matrizen induziert werden,
endlich. Sonst hätte nämlich C mit einem Kegelschnitt unendlich viele Punkte gemeinsam, was
wegen der Irreduzibilität von C dem Satz von Bézout widerspräche. Es ergibt sich weiter, daß eine
Kollineation γ ∈ ΓC\V induziert wird von einer Matrix B mit

B =

 1 0 0
a c 0
b −ac c2

 , (1 : a : b) ∈ C.

Wegen

B−1

 1 0 0
x 1 0
y −x 1

B =

 1 0 0
x
c 1 0
y
c2 −x

c 1


sowie (1 : x

c : y
c2 ) ∈ C für alle (1 : x : y) ∈ C ist schließlich V C ΓC .

Insgesamt ist – wenn oBdA. aN = 0 ist – die volle Kollineationsgruppe unserer Kurve gegeben
durch ΓC = V o ZC , wobei ZC induziert wird von Z ′C ≤ GL3(L) mit

Z ′C =


 1 0 0

0 c 0
0 0 c2

 ∈ GL3(L) : c ∈M

 ,

M eine durch die Koeffizienten von F eindeutig bestimmte endliche multiplikative Untergruppe
von L∗. �

Wir fassen abschließend den Inhalt der letzten Hilfssätze noch einmal zusammen.

SATZ 29 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik 6= 2 und C eine
singuläre irreduzible algebraische Kurve in P2(L). Wenn die Kollineationsgruppe ΓC von C in der
PGL3(L) eine unendliche Gruppe ist, gilt:

(I) Für charL = 0 ist C eine VP-Kurve.

(II) Für charL 6= 0 ist C eine VP-Kurve, eine Translationskurve oder eine KV-Kurve.
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2.3.2 Der gemeinsame Stabilisator mehrerer Kurven über einem alge-

braisch abgeschlossenen Körper

Nachdem nun die singulären Kurven mit unendlicher Kollineationsgruppe bekannt sind, wird in
diesem Abschnitt untersucht, wann der gemeinsame Stabilisator mehrerer singulärer Kurven eine
unendliche Gruppe ist. Es ist klar, daß in diesem Fall diese Kurven projektiv äquivalent sein müssen,
da die jeweiligen Kollineationsgruppen von verallgemeinerten Parabeln, Translationskurven und
VP-Kurven nicht zueinander isomorph sind.
Für die verallgemeinerten Parabeln, die wir zuerst betrachten, erhält man ein ähnliches Ergebnis
wie für die Kegelschnitte.

HILFSSATZ 30 (VP-Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein algebra-
isch abgeschlossener Körper der Charakteristik 6= 2 und C0 die irreduzible VP-Kurve in P2(L), die
oBdA. die Nullstellenmenge des Polynoms F0(w, x, y) = wn−kyk−xn ∈ L[w, x, y] ist. Es sei I eine
Indexmenge mit 0 ∈ I, |I| ≥ 2 und C:= {Ci : i ∈ I} eine Menge von paarweise verschiedenen
projektiv äquivalenten Kurven in P2(L), die C0 enthält. Die Gruppe Γi sei der Stabilisator von Ci

in der PGL3(L) und ΓC :=
⋂

i∈I Γi.

Wenn |ΓC | = ∞ ist, gilt:

(I) Ist C0 eine Translationskurve, also C0 = Cn,1 mit n = pN für ein N ∈ N und charL = p (vgl.
Definition 13, S. 97), so liegt – bis auf projektive Äquivalenz – einer der folgenden Fälle vor:

(Ia) Die Menge C ist enthalten in der Kurvenschar

Cm :=
{
C(a) := {(w : x : y) ∈ P2(L) : wpN−1y = axpN

} : a ∈ L∗
}

und ΓC ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cm. Die projektive Ebe-
ne P2(L) wird von Cm bis auf das Einheitsdreieck einfach überdeckt. Die Gruppe ΓC wird
induziert von allen Matrizen der Form 1 0 0

0 t 0
0 0 tp

N

 , t ∈ L∗.

(Ib) Die Menge C ist enthalten in der Kurvenschar

Cm :=
{
C(a) := {(w : x : y) ∈ P2(L) : wpN−1y = xpN

+ awpN

} : a ∈ L
}

und ΓC ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cm. Die projektive Ebene
P2(L) wird von Cm bis auf die Gerade [∞] einfach überdeckt. Die Gruppe ΓC wird induziert
von allen Matrizen der Form  1 0 0

r 1 0
rpN

0 1

 , r ∈ L.

(II) Ist C0 = Cn,k eine VP-Kurve, die keine Translationskurve ist, so ist C enthalten in der Kur-
venschar Cm =

{
C(a) = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wn−kyk = axn} : a ∈ L∗

}
und ΓC ist gleich

dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cm. Die projektive Ebene P2(L) wird von
Cm bis auf das Einheitsdreieck einfach überdeckt. Die Gruppe ΓC wird induziert von allen
Matrizen der Form  1 0 0

0 tk 0
0 0 tn

 , t ∈ L∗.

Insbesondere ist ΓC = Γ0.
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Beweis:
(1) Wir zeigen zuerst (II). Es sei C0 = Cn,k (keine Translationskurve) mit Kollineationsgruppe
Γ0 und P = (w : x : y) ∈ P2(L) ein Punkt, der nicht auf dem Einheitsdreieck liegt, d.h. oBdA.
w = 1, xy 6= 0. Weiter sei J eine Indexmenge, so daß {γj : j ∈ J} ⊆ Γ0 eine unendliche Teilmenge
paarweise verschiedener Kollineationen aus Γ0 ist. Jede Kollineation γj wird dann induziert von
einer Matrix Aj mit

Aj =

 1 0 0
0 tkj 0
0 0 tnj

 , tj ∈ L∗(vgl. Hilfssatz 24, S.97).

Für a ∈ L∗ sei außerdem C(a) := {(w : x : y) ∈ P2(L) : wn−kyk = axn}. Trivialerweise existiert
genau ein a ∈ L∗ mit P ∈ C(a), d.h. yk = axn. Wegen

Aj

 1
x

y

 =

 1
tkjx

tnj y


ist {P γj : j ∈ J} = {Pj := (1 : tkjx : tnj y) : j ∈ J} eine unendliche Menge von Punkten, die wegen
(tnj y)

k = a(tkjx)
n in C(a) enthalten ist.

Es sei nun Ci eine von C0 verschiedene Kurve aus C. Es existiert sicher ein Punkt Q auf Ci, der mit
keiner der Geraden [1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0] und [0 : 0 : 1] inzidiert. Außerdem existiert genau ein a ∈ L∗,
so daß Q ∈ C(a) ist. Wegen |Γi ∩ Γ0| = ∞ hat Ci mit C(a) unendlich viele Punkte gemeinsam,
also ist Ci = C(a). Aus obiger Rechnung folgt, daß Cm := {C(a) : a ∈ L∗} die Ebene ohne das
Einheitsdreieck einfach überdeckt und andererseits die Gruppe Γ0 jede Kurve C(a) festläßt, also
ist (II) bewiesen.

(2) Nun betrachten wir den Fall C0 = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wpN−1y = xpN } für charL = p.

Es sei Ci 6= C0 eine Kurve aus C und Γ = Γi ∩ Γ0. Wegen ΓC ≥ Γ ≥ Γ0 ist |Γ| = ∞. Die (endliche)
Menge der Schnittpunkte Ω := Ci ∩ C0 6= ∅ kann Punkte außerhalb der Geraden [∞] enthalten
oder nicht.

(2a) Es sei ∅ 6= Ω∗ die Menge der Schnittpunkte von Ci ∩C0, die nicht auf [∞] liegen. Dann liegt
bis auf projektive Äquivalenz der Fall (Ia) vor:
Die Gruppe Γ operiert auf Ω∗ und hat deshalb einen Normalteiler M von endlichem Index, der
Ω∗ punktweise festläßt. Da Γ0 auf C0\{(0 : 0 : 1)} transitiv wirkt, kann man annehmen, daß
S := (1 : 0 : 0) in Ω∗ enthalten ist. Dann wird (vgl. Satz 24) M induziert von einer unendlichen
Teilmenge der Gruppe 

 1 0 0
0 t 0
0 0 tp

N

 ∈ GL3(L) : t ∈ L∗

 ≤ GL3(L).

Da Elemente aus M außerhalb von [∞] nur den Punkt (1 : 0 : 0) festlassen, ist Ω∗ = {(1 : 0 : 0)}
und damit M = Γ. Die restlichen Aussagen von (Ia) können wie in (1) gezeigt werden.
(2b) Wenn Ω ⊆ [∞] ist, ist Ω = {(0 : 0 : 1)}, da C0 auf [∞] nur diesen einen Punkt besitzt. Dann
liegt der Fall (Ib) vor:

Es sei Ci = Cα
0 für eine Kollineation α ∈ PGL3(L)\Γ0 und weiter P = (0 : 1 : 0) der Knoten von

C0. Der Knoten Pα von Ci muß auf [∞] liegen:
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Angenommen, Pα 6∈ [∞]. Dann wäre γ(Pα) = Pα 6∈ [∞] ∀ γ ∈ Γ wegen Γ = Γ0 ∩ (Γ0)α. Wird
γ ∈ Γ0 von der Matrix  1 0 0

r t 0
rpN

0 tp
N

 , r ∈ L, t ∈ L∗

induziert und hat einen Fixpunkt außerhalb von [∞], so ist dieser gleich
(
1 : r

1−t : ( r
1−t )

pN
)

mit
t 6= 1, d.h. der Fixpunkt liegt auf C0. Da Γ0 transitiv auf C0\{(0 : 0 : 1)} operiert, kann man oBdA.
Pα = (1 : 0 : 0) annehmen. Dann ist aber Γ eine Untergruppe des Stabilisators des Einheitsdreiecks
∆ wie in (2a). Da die Punktebahnen dieser Gruppe die Kurven aus Cm wie in (Ia) bilden, ist das
ein Widerspruch zur Voraussetzung Ω ⊂ [∞]. Also ist Pα ∈ [∞].

Es muß Pα = P sein:
Angenommen, Pα 6= P , d.h. Pα = (0 : 1 : y) für ein y ∈ L∗. Es folgt, daß die Kollineation α

induziert wird von einer Matrix A ∈ GL3(L) mit

A−1 =

 a 0 0
f h 0
g l 1

 , ahl 6= 0.

Die Kurve Ci = Cα
0 ist dann die Nullstellenmenge des Polynoms Fα = F◦A−1 mit F◦A−1(w, x, y) =

(apN−1g−fpN

)wpN

+apN−1wpN−1y+apN−1lwpN−1x−hpN

xpN

. Dann haben aber C0 und Ci einen
Schnittpunkt außerhalb von [∞], denn Fα(1, x, xpN

) = (apN−1 − hpN

)xpN

+ apN−1lx+ (apN−1g −
fpN

) ist kein konstantes Polynom wegen al 6= 0. Widerspruch.

Die Kollineation α fixiert also die Punkte (0 : 1 : 0) und (0 : 0 : 1) und wird damit induziert von
einer Matrix A ∈ GL3(L) mit

A−1 =

 1 0 0
e c 0
b 0 d

 , cd 6= 0, b 6= epN

oder c 6= cp
N

.

Die Kurve Cα
0 = Ci ist dann die Nullstellenmenge von Fα = F ◦A−1 mit

F ◦A−1(w, x, y) = (b− epN

)wpN

+ dwpN−1y − cp
N

xpN

.

Wegen C0 ∩ Ci = {(0 : 0 : 1)} folgt weiter Fα(1, x, xpN

) = (d− cp
N

)xpN

+ (b− epN

) 6= 0 ∀ x ∈ L.
Das impliziert d = cp

N

, b− epN 6= 0. Deshalb ist Ci dann die Nullstellenmenge des Polynoms

Fi(w, x, y) = wpN−1y − xpN

− a0w
pN

, a0 =
epN − b

d
.

Die Gruppe Γi = Γα
0 wird induziert von allen Matrizen der Form AMA−1 mit

A−1 =

 1 0 0
e c 0
b 0 cp

N

 , M ∈


 1 0 0

r t 0
rpN

0 tp
N

 ∈ GL3(L) : r ∈ L, t ∈ L∗

 ,

AMA−1 =

 1 0 0
1
c (e(t− 1) + r) t 0

1

cpN (b(tp
N − 1) + rpN

) 0 tp
N

 .

Eine Matrix AMA−1 induziert genau dann ein Element aus Γ, wenn b(tp
N −1)+ rpN

= (e(t−1)+
r)pN

ist, also (b− epN

)(tp
N − 1) = 0. Weil b 6= epN

war, folgt t = 1, also wird Γ induziert von allen
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Matrizen der Form  1 0 0
r 1 0
rpN

0 1

 , r ∈ L.

Für a ∈ L setze man nun C(a) = {(w : x : y) ∈ P2(L) : wpN−1y = xpN

+ awpN } und betrachte
einen Punkt P = (1 : x : y) ∈ P2(L). Es existiert genau ein a ∈ L mit P ∈ C(a), d.h. y = xpN

+ a.
Wegen  1 0 0

r 1 0
rpN

0 1

 1
x

xpN

+ a

 =

 1
r + x

(r + x)pN

+ a

 ∀ x ∈ L

läßt Γ jede Kurve C(a) fest. Damit ist (Ib) gezeigt. �

Nun betrachten wir Translationskurven. Auch hier sind zwei oder mehr projektiv äquivalente Kur-
ven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator Teil einer Kurvenschar, die P2(L) bis auf eine
Gerade einfach überdeckt.

HILFSSATZ 31 (Translationskurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein
algebraisch abgeschlossener Körper von endlicher ungerader Charakteristik p und C0 eine irre-
duzible Translationskurve in P2(L), die keine VP-Kurve ist. OBdA. sei C0 die Nullstellenmenge
eines Polynoms F0 ∈ L[w, x, y] wie in Definition 14 vom Grad n. Es sei I eine Indexmenge mit
0 ∈ I, |I| ≥ 2 und C := {Ci : i ∈ I} eine Menge von paarweise verschiedenen projektiv äquivalen-
ten Kurven in P2(L), die C0 enthält. Die Gruppe Γi sei der Stabilisator von Ci in der PGL3(L)
und ΓC :=

⋂
i∈I Γi.

Wenn |ΓC | = ∞ ist, ist die Menge C enthalten in der Kurvenschar

Cm := {C(a) := {(w : x : y) ∈ P2(L) : awn + F0(w, x, y) = 0} : a ∈ L}

und ΓC ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cm. Die projektive Ebene P2(L)
wird von Cm bis auf die Gerade [∞] einfach überdeckt. Die Gruppe ΓC wird induziert von allen
Matrizen der Form  1 0 0

r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(L), (1 : r : s) ∈ C0.

Beweis:

(1) Dem Hilfssatz 25 entnimmt man, daß oBdA. Γ0 = V o Z ist. Dabei wird der Normalteiler V
induziert von

V ′ =


 1 0 0
r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C0

 .

Die Gruppe Z ist eine endliche Teilmenge des Stabilisators des Einheitsdreiecks: Es existiert ein
durch C0 eindeutig bestimmter endlicher Teilkörper F von L und ein t ∈ {1, . . . , N} mit Z =
{z(λ) : λ ∈ F∗}, wobei jede Kollineation z(λ) ∈ Z induziert wird von der Matrix z′(λ) mit

z′(λ) =

 1 0 0
0 λ 0
0 0 λpt

 .

(2) Wir zeigen: Für Ci ∈ C mit Ci 6= C0 ist |V ∩ Γi| = ∞.

Es sei Ci ∈ C verschieden von C0. Dann existiert eine Kollineation α ∈ PGL3(L) mit Ci = Cα
0 und
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Γi = Γα
0 . Wegen Γi∩Γ0 := Γ ≤ ΓC und |ΓC | = ∞ kann Γ nicht endlich sein. Weil Γ0 =

⋃
λ∈F∗ V z(λ)

ist, existiert ein λ ∈ F∗ mit |Γ ∩ V z(λ)| = ∞. Es sei Γ ∩ V z(λ) = {vjz(λ) ∈ Γ0 : j ∈ J} mit
unendlich vielen paarweise verschiedenen vj ∈ V für eine geeignete Indexmenge J . Für ein j0 ∈ J
sei vj0z(λ) ∈ Γ ∩ V z(λ). Die Menge {vjz(λ)(vj0z(λ))−1 : j ∈ J} = {vjv

−1
j0

: j ∈ J} ist dann von
unendlicher Mächtigkeit und in V enthalten. Also ist V ∩ Γi = V ∩ Γ eine unendliche Gruppe.

(3) Wir zeigen: Jede Kurve Ci ∈ C ist enthalten in Cm und für alle γ ∈ V, a ∈ L gilt: (C(a))γ =
C(a).

Es ist für a ∈ L die Kurve C(a) gleich der Nullstellenmenge des Polynoms Fa ∈ L[w, x, y] mit
Fa(w, x, y) = awn + F0(w, x, y). Man rechnet leicht nach, daß Cm = {C(a) : a ∈ L} die Ebene
P2(L) ohne [∞] einfach überdeckt und C(a)γ = C(a) ist für alle γ ∈ V . Für eine Kurve Ci ∈ C und
einen Punkt P = (1 : x : y) ∈ Ci = Cα

0 existiert dann genau ein a ∈ L mit P ∈ C(a), weiter ist
für jede unendliche Teilmenge W von V die Bahn PW von unendlicher Mächtigkeit und in C(a)
enthalten. Also ist Ci = C(a) und damit ΓC ≥ V .

(4) Es ist Γ = V und deshalb ΓC = V .

Angenommen, es existiert ein γ ∈ Γ\V . Dann existiert ein v ∈ V und ein λ ∈ F∗\{1}mit γ = vz(λ).
Wegen V ≤ Γ ist die Kollineation z(λ) ebenfalls in Γ enthalten. Es sei z′(λ) die Matrix von z(λ).
Wenn man nun Fa ◦ (z′(λ))−1 explizit berechnet, so erhält man, im Widerspruch zur Annahme:

Fa ◦ (z′(λ))−1 ≡ Fa ⇐⇒ λpt

= 1 ⇐⇒ λ = 1

�

Es sind nun noch die KV-Kurven zu betrachten.

HILFSSATZ 32 (KV-Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein alge-
braisch abgeschlossener Körper von endlicher ungerader Charakteristik p und C0 eine irreduzible
KV-Kurve in P2(L). OBdA. sei C0 die Nullstellenmenge eines Polynoms F0 ∈ L[w, x, y] wie in
Definition 15 vom Grad n. Es sei I eine Indexmenge mit 0 ∈ I, |I| ≥ 2 und C := {Ci : i ∈ I}
eine Menge von paarweise verschiedenen projektiv äquivalenten Kurven in P2(L), die C0 enthält.
Die Gruppe Γi sei der Stabilisator von Ci in der PGL3(L) und ΓC :=

⋂
i∈I Γi.

Wenn |ΓC | = ∞ ist, ist die Menge C enthalten in der Kurvenschar

Cm := {K(a) := {(w : x : y) ∈ P2(L) : awn + F0(w, x, y) = 0} a ∈ L}

und ΓC ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cm. Die projektive Ebene P2(L)
wird von Cm bis auf die Gerade [∞] einfach überdeckt. Die Gruppe ΓC wird induziert von allen
Matrizen der Form  1 0 0

r 1 0
s −r 1

 ∈ GL3(L), (1 : r : s) ∈ C0.

Beweis:

Der Beweis verläuft analog zum Beweis des letzten Hilssatzes, wobei man für Γ0 = V o Z den
Hilfssatz 28 heranziehe. Wir führen hier nur die dem Teil (4) des Beweises des letzten Hilfssatzes
entsprechende Rechnung aus. Dazu nehmen wir an, daß F0(w, x, y) =

∑N
i=0 w

n−pi

(aix
pi

+ biy
pi

)+
1
2w

n−2pi

x2pi

ist und oBdA. (aN , bN ) ≡ (0, 1). Dann ist zu zeigen, daß für

z′ =

 1 0 0
0 c 0
0 0 c2
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mit c 6= 1 sowie F0 ◦ z′ ≡ F0 gilt:
Fa ◦ z′ 6≡ Fa ∀a ∈ L∗

Es ist F0 ◦ z′(w, x, y) = c2pN

F0(w, x, y) und Fa ◦ z′(w, x, y) = awn + c2pn

F0(w, x, y). Andererseits
folgt aus Fa ◦ z′ ≡ Fa, daß c2pN

= 1 ist, also c2 = 1. Wegen c 6= 1 muß dann c = −1 sein. Wenn
aber F0 ◦ z′(w, x, y) = F0(w,−x, y) = F0(w, x, y) gilt, folgt:

∀ i = 0, . . . , N : ai = 0

Dann ist aber F0 reduzibel (vgl. Definition 15 mit ai = αpi

, bi = βpi

i ), Widerspruch. �

2.3.3 Kurven mit unendlichem Stabilisator über unendlichen Körpern

Nun werden algebraische Kurven vom Grad ≥ 3 mit unendlicher Kollineationsgruppe über belie-
bigen unendlichen Körpern K der Charakteristik 6= 2 betrachtet. Wie nicht anders zu erwarten,
sind die Aussagen hier weniger stark als im algebraischen Abschluß L von K.

Wie bereits zu Anfang des Kapitels 2 (S. 71) erwähnt, verstehen wir unter einer algebraischen
Kurve in P2(K) die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F ∈ K[w, x, y] unter der zusätz-
lichen Bedingung, daß die Kurve unendlich viele Punkte besitzt. Bei der Lösung der Frage, welche
Kurven hier eine unendliche Kollineationsgruppe in der PGL3(K) haben können, verwenden wir
natürlich die Ergebnisse des Abschnitts 2.3.1, indem wir die Situation kanonisch in den algebrai-
schen Abschluß L von K einbetten. Es gibt dabei im Prinzip zwei verschiedene Blickwinkel, die
man einnehmen kann:

Man kann einerseits ausgehen von einer oBdA. irreduziblen Kurve C ⊂ P2(L) mit unendlicher
Kollineationsgruppe ΓC ≤ PGL3(L), d.h. C hat mindestens eine Singularität (vgl. Satz 23 , S. 94)
und ist eine der Kurven aus Satz 29, S. 131. Außerdem setzt man voraus, daß |C ∩ P2(K)| = ∞
und |ΓC ∩ PGL3(K)| = ∞ gilt. Man sagt dann auch, C hat unendlich viele K-rationale Punkte
und ΓC hat unendlich viele K-rationale Kollineationen.

Andererseits kann man auch von einer Kurve C ⊂ P2(K) mit Stabilisator GC ≤ PGL3(K) aus-
gehen, gegeben durch ein oBdA. in K[w, x, y] irreduzibles Polynom F ∈ K[w, x, y]. Dann kann
man Ca = {(w : x : y) ∈ P2(L) : F (w, x, y) = 0} und die zugehörige Kollineationsgruppe
ΓCa ≤ PGL3(L) betrachten, wobei ΓCa ∩ PGL3(K) mit GC identifiziert wird.

Welchen Blickwinkel man einnimmt, ist irrelevant, wie man sich leicht überlegt:
Hat eine über L irreduzible Kurve C ⊂ P2(L) unendlich viele K-rationale Punkte, so kann man
nachweisen, daß die Kurve die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F ∈ L[w, x, y] ist, des-
sen Koeffizienten oBdA. Elemente von K sind. Geht man andererseits von einer Kurve C ⊂ P2(K)
aus, die die Nullstellenmenge des oBdA. in K[w, x, y] irreduziblen7 Polynoms F ∈ K[w, x, y] ist
und betrachtet Ca = {(w, x, y) ∈ P2(L) : F (w, x, y) = 0} ⊂ P2(L), so muß F auch in L[w, x, y]
irreduzibel sein. Denn angenommen, F ist irreduzibel über K und reduzibel über L, etwa F = G·H,
für zwei nichtkonstante homogene Polynome G,H aus L[w, x, y], so daß multiplikative Vielfache
von G bzw. H nicht in K[w, x, y] enthalten sind.
Dann haben die zugehörigen Kurven Ca

G, C
a
H ⊂ P2(L) nur endlich viele K-rationale Punkte, und

wegen Ca = Ca
G ∪ Ca

H wäre |C| endlich.

7Ist F reduzibel über K, so faktorisiert F in (über K) irreduzible Faktoren F =
Qm

i=1 G
ri
i , m ∈ N, ri ∈ N. Man

argumentiere nun wie auf Seite 71 und verwende dabei den Normalteiler N von GC , der jede Komponente von C

einzeln festläßt. Ist die Nullstellenmenge eines der Gi in P2(K) leer, so betrachte man F
Gi

statt F .
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Wenn also eine über K definierte irreduzible Kurve unendlich viele Punkte in P2(K) und unendlich
viele Kollineationen in PGL3(K) hat, ist die Kurve die Menge der K-rationalen Punkte einer über
L gegebenen und über L irreduziblen Kurve C ′ und C ′ ist eine der Kurven aus Satz 29. Das heißt,
es existiert eine Kollineation α ∈ PGL3(L) und eine Kurve C ⊂ P2(L), so daß Cα = C ′ ist und C
die Nullstellenmenge eines Polynoms wie in Definition 13, 14 oder 15. Die Kurve Cα ∩ PGL3(K)
nennen wir VP-Kurve, Translationskurve oder KV-Kurve, wenn |Cα ∩PGL3(K)| = ∞ ist und Cα

in P2(L) eine VP-, Translations- oder KV-Kurve ist.

Liegt eine Kurve C ⊂ P2(L) als Nullstellenmenge eines Polynoms wie in einer dieser Definitio-
nen vor, so sprechen wir von Kurven bzw. Polynomen in Normalform. Gekennzeichnet ist eine
Normalform hauptsächlich dadurch, daß die Singularität(en) und eventuell der Knoten der Kurve
Ecken des Einheitsdreiecks sind, also insbesondere in P2(K) liegen. Weiter ist eine Tangente an
eine Singuarität dann eine K-rationale Gerade, und zwar eine Kante des Einheitsdreiecks.
Singulariäten, Knoten und Singularitätentangenten von Cα = C ′ müssen nicht a priori K-rational
sein, es stellt sich also die Frage nach geeigneten Normalformen für C ′.

Der Inhalt der folgenden Sätze ist es, möglichst günstige Normalformen über K für C ′ zu finden,
also Kollineationen β ∈ PGL3(K), so daß (C ′)β die Nullstellenmenge eines möglichst einfachen
Polynoms ist. Für charK = 0 oder perfekte Körper mit charK = p gelingt es, genauso schöne
Normalformen wie über L zu erhalten. Für nicht perfekte Körper der Charakteristik p ≥ 3 geht
das leider nicht immer, hier kann es z.B. passieren, daß eine Singulariät von C ′ in P2(L)\P2(K) liegt.

Auf die Betrachtung von mehreren Kurven über K mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator
verzichten wir hier, denn die entsprechenden Fragen sind mit den Ergebnissen aus Kapitel 2.3.2,
kombiniert mit den folgenden Hilfssätzen, leicht zu beantworten.

Wir betrachten zuerst KV-Kurven über K.

HILFSSATZ 33 (Normalformen für KV-Kurven) Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Körper
von endlicher ungerader Charakteristik p und K ein unendlicher Teilkörper von L. Es sei C eine
irreduzible KV-Kurve vom Grad n in P2(L) mit Stabilisator ΓC ≤ PGL3(L), dabei sei oBdA. C
die Nullstellenmenge des Polynoms G ∈ L[w, x, y] mit G(w, x, y) =

∑N
i=0 w

n−pi

(cixpi

+ diy
pi

) +
1
2diw

n−2pi

x2pi

, n = 2pN (vgl. Definition 15). Für eine Kollineation α ∈ PGL3(L) sei

|Cα ∩ P2(K)| = ∞, |(ΓC)α ∩ PGL3(K)| = ∞.

Dann gilt:

(I) Ist K ein perfekter Körper der Charakteristik 3 oder aber charK 6= 3, so existiert eine
Kollineation β ∈ PGL3(K), so daß die Kurve (Cα)β die Nullstellenmenge eines Polynoms
F ∈ K[w, x, y] ist mit F (w, x, y) =

∑N
i=0 w

n−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) + 1
2biw

n−2pi

x2pi

.

(II) Ist charK = 3 und K nicht perfekt, so liegt einer der folgenden Fälle vor:

(IIa) Es existiert eine Kollineation β ∈ PGL3(K), so daß die Kurve (Cα)β die Nullstellen-
menge eines Polynoms F ∈ K[w, x, y] ist mit

F (w, x, y) =
N∑

i=0

wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +
1
2
biw

n−2pi

x2pi

.
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(IIb) Es existiert eine rein inseparable Körpererweiterung K′ von K mit [K′ : K] = 3 und eine
Kollineation β ∈ PGL3(K′)\PGL3(K), so daß die Kurve (Cα)β die Nullstellenmenge
eines Polynoms F ∈ K′[w, x, y] ist mit

F (w, x, y) =
N∑

i=0

wn−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +
1
2
biw

n−2pi

x2pi

.

Die Kurve C hat in diesem Fall keinen Knoten, d.h. b0 6= 0. Die Singularität von Cα

ist ein Punkt aus P2(K′)\P2(K) und ihre Tangente ist eine Gerade in P2(K′)\P2(K).

Beweis:

(1) Es ist ΓC = V o Z (vgl. Satz 28), wobei V induziert wird durch V ′ mit

V ′ =

M(r, s) =

 1 0 0
r 1 0
s −r 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C


und Z endlich ist. Natürlich ist der Stabilisator ΓCα der Kurve Cα gleich (ΓC)α = V α oZα. Weil
|(ΓC)α ∩ PGL3(K)| = ∞ ist, ist auch |V α ∩ PGL3(K)| = ∞:

Aus ΓC =
⋃

z∈Z V z folgt (ΓC)α =
⋃

z∈Z V
αzα, also existiert ein z ∈ Z mit |V αzα∩PGL3(K)| = ∞.

Es sei V αzα ∩ PGL3(K) = {vα
j z

α : j ∈ J} für eine geeignete Indexmenge J und paarweise ver-
schiedene vj ∈ V . Weiter sei vα

j0
zα ein fest gewähltes Element aus PGL3(K) ∩ V αzα. Es ist

{vα
j z

α(vα
j0
zα)−1 : j ∈ J} = {(vjv

−1
j0

)α : j ∈ J} eine unendliche Menge, die in V α ∩ PGL3(K)
enthalten ist.

(2) Es sei S = (1 : 0 : 0)α die Singularität von Cα und TS = [∞]α die Tangente in S an Cα (C
hat nur eine Singularität mit nur einer Tangente).

Wenn nun A ∈ GL3(L) eine Matrix ist, die α repräsentiert, dann ist V α gegeben durch die Men-
ge {AMA−1 ∈ GL3(L) : M ∈ V ′}. Wenn für M ∈ V ′ die Matrix AMA−1 eine Kollineation
in PGL3(K) induziert, existiert ein t ∈ L∗ mit tAMA−1 =: B ∈ GL3(K). Das charakteristische
Polynom von B ist in diesem Fall gleich (x− t)3 ∈ L[x] bzw. x3 − 3x2t+ 3xt2 − t3 ∈ K[x].

(3) Es sei nun entweder charK > 3 oder aber K ein perfekter Körper der Charakteristik 3.

Dann ist das Polynom x3 − 3x2t + 3xt2 − t3 ∈ K[x] reduzibel über K, es hat also B = tAMA−1

einen Eigenvektor im Vektorraum K3. Die Kurve C hat mit der Geraden [0 : 1 : 0] nur endlich
viele Punkte (1 : 0 : s) gemeinsam, also besitzt V nur endlich viele Kollineationen, die von der
Singularität (0 : 0 : 1) von C verschiedene Fixpunkte haben (für (1 : r : s) ∈ C mit r 6= 0 be-
trachte man die Eigenvektoren der Matrix M(r, s)). Wegen |V α ∩ PGL3(K)| = ∞ ist deswegen
(0 : 0 : 1)α = S ∈ P2(K). Dual argumentiert man für die Tangente und erhält TS = [∞]α als
K-rationale Gerade.

(3a) Es sei nun β1 ∈ PGL3(K) so, daß Sβ1 = (0 : 0 : 1) und T β1
S = [∞] ist, weiter sei für einen

Punkt P ∈ Cα ∩P2(K) mit P 6∈ TS das Bild P β1 = (1 : 0 : 0). So ein β1 existiert, da die PGL3(K)
transitiv auf den nichtentarteten Vierecken von P2(K) operiert.
Weil V transitiv auf C\{(0 : 0 : 1)} operiert, existiert ein µ ∈ V mit (1 : 0 : 0)µ = Pα−1

. Setze
α1 = β1 ◦ α ◦ µ. Die Kollineation α1 wird dann induziert von einer Matrix A1 ∈ GL3(L) mit

A1 =

 1 0 0
0 b 0
0 d e

 .
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Wegen V µ = V und β1 ∈ PGL3(K) gilt:

|V α1 ∩ PGL3(K)| = ∞, |Cα1 ∩ P2(K)| = ∞

Dabei wird V α1 induziert von (V α1)′ mit

(V α1)′ =

(M(r, s))A1 =

 1 0 0
br 1 0

dr + es − er
b 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C

 .

Da |(V α1)′ ∩ GL3(K)| = ∞ ist, existiert ein r 6= 0 mit (M(r, s))A1 ∈ GL3(K), also br ∈ K∗ und
− e

br ∈ K∗. Dann ist e = b2k für ein k ∈ K∗. Es werde nun β2 ∈ PGL3(K) induziert von der Matrix 1 0 0
0 1 0
0 0 1

k

 .

Setze α2 := β2 ◦ α1, d.h. α2 ist gegeben durch A2 ∈ GL3(L) mit

A2 =

 1 0 0
0 b 0
0 f b2

 , f =
d

k
.

Wegen β2 ∈ PGL3(K) ist |V α2 ∩ PGL3(K)| = ∞ sowie |Cα2 ∩ P2(K)| = ∞, wobei V α2 induziert
wird von (V α2)′ mit

(V α2)′ =

(M(r, s))A2 =

 1 0 0
br 1 0

fr + b2s −br 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C

 .

Wegen (1 : 0 : 0) ∈ Cα2 und der Transitivität von V α2 auf Cα2\{(0 : 0 : 1)} ist aber auch

(V α2)′ =


 1 0 0
r 1 0
s −r 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ Cα2

 .

(3b) Setze nun β := β2 ◦ β1 ∈ PGL3(K). Es ist Cα2 = (Cα)β . Andererseits ist Cα2 die Nullstel-
lenmenge des Polynoms F mit

F (w, x, y) = (G ◦A−1
2 )(w, x, y)

=
∑N

i=0 w
n−pi

[
(ci 1

bpi − di
fpi

b3pi )xpi

+ di

b2pi y
pi

]
+ 1

2
di

b2pi w
n−2pi

x2pi

.

Setzt man für i = 0, . . . , N schließlich ai := ci

bpi − di
fpi

b3pi , bi := di

b2pi , so ist (I) bewiesen, wenn man
berücksichtigt, daß man oBdA. ai, bi ∈ K annehmen kann: Eine Kurve in P2(L) mit unenlich vielen
K-rationalen Punkten ist – bis auf multiplikative Vielfache – die Nullstellenmenge eines Polynoms
mit Koeffizienten in K.

(4) Es sei nun charK = 3 und K nicht perfekt. Die Kurve C hat mit der Geraden [0 : 1 : 0] nur
endlich viele Punkte (1 : 0 : s) gemeinsam, also besitzt V nur endlich viele Kollineationen, die von
der Singularität (0 : 0 : 1) von C verschiedene Fixpunkte haben. Es sei

V ′
∗ :=

{
M(r, s) ∈ V ′ : r 6= 0, ∃t ∈ L∗ mit tAM(r, s)A−1 ∈ GL3(K)

}
.
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Für die von V ′
∗ induzierte Menge von Kollineationen V∗ ist demnach |V α

∗ ∩ PGL3(K)| = ∞.

(4a) Wenn nun für ein M ∈ V ′
∗ ein t ∈ K∗ existiert mit tAMA−1 =: B ∈ GL3(K), so zerfällt das

charakteristische Polynom von B über K zu (x−t)3 ∈ K[x], also ist die Singularität (0 : 0 : 1)α = S

von Cα in P2(K) enthalten und ihre Tangente [∞]α = TS auch. In diesem Fall liegt die Situation
(IIa) vor, der Beweis vollzieht sich analog zu den Schritten (3a) und (3b).

(4b) Wir nehmen nun an, daß für alle M ∈ V ′
∗ und für alle t ∈ L∗ mit tAMA−1 ∈ GL3(K) gilt:

t 6∈ K

Wählt man ein festes Paar (M0, t0) mit M0 ∈ V ′
∗ und t0 ∈ L∗\K∗, so daß t0AM0A

−1 = B0 ∈
GL3(K) ist, so ist das charakteristische Polynom von B0 gleich x3 − u0 ∈ K[x] mit u0 = t30. Es sei
K′ = K(t0). Dann ist K′ eine rein inseparable Körpererweiterung von K vom Grad 3. Die Singula-
rität (0 : 0 : 1)α von Cα ist dann in P2(K′)\P2(K) enthalten und die Tangente [∞]α ist eine Gerade
in P2(K′)\P2(K), da x3 − u0 über K′ zu (x− t0)3 zerfällt, aber über K irreduzibel ist. Die Kurve
C kann keinen Knoten haben, denn für einen K-rationalen Punkt auf Cα ist auch seine Tangente
eine Gerade in P2(K). Da sich, falls C einen Knoten hat, alle Tangenten in diesem Knoten treffen,
müßte der Knoten von Cα ein Punkt in P2(K) sein. Bei KV-Kurven mit Knoten fällt dieser aber
mit der Singularität zusammen.

Mit denselben Überlegungen wie in (3a) und (3b), allerdings jeweils für Kollineationen β1 und β2 in
PGL3(K′) statt PGL3(K), kann man jetzt zeigen, daß ein β ∈ PGL3(K′) existiert, so daß (Cα)β die
Nullstellenmenge eines Polynoms F ∈ K′[w, x, y] ist mit F (w, x, y) =

∑N
i=0 w

n−pi

(aix
pi

+ biy
pi

) +
1
2biw

n−2pi

x2pi

und |(Cα)β ∩ P2(K′)| = ∞ sowie |(V α)β ∩ PGL3(K′)| = ∞. Es ist β 6∈ PGL3(K),
da (0 : 0 : 1)β◦α = (0 : 0 : 1) ∈ P2(K) ist, aber (0 : 0 : 1)α 6∈ P2(K). �

Als nächstes untersuchen wir Translationskurven.

HILFSSATZ 34 (Normalformen für Translationskurven) Es sei L ein algebraisch abgeschlossener
Körper von endlicher ungerader Charakteristik p und K ein unendlicher Teilkörper von L. Eine
irreduzible Translationskurve C vom Grad n in P2(L), die keine VP-Kurve ist, habe den Stabilisator
ΓC ≤ PGL3(L) und sei oBdA. die Nullstellenmenge des Polynoms G ∈ L[w, x, y] mit G(w, x, y) =
wn−1y+

∑N
i=1 w

n−pi

(cixpi

+ diy
pi

) und n = pN sowie (cN : dN ) ∈ {(1 : 0), (0 : 1)} (vgl. Definition
14, S.101). Für eine Kollineation α ∈ PGL3(L) sei

|Cα ∩ P2(K)| = ∞, |(ΓC)α ∩ PGL3(K)| = ∞.

Dann gilt:

(I) Es existiert eine Kollineation β ∈ PGL3(K), so daß (Cα)β die Nullstellenmenge eines Poly-
noms F ∈ K[w, x, y] ist mit F (w, x, y) = wn−1y +

∑N
i=1 w

n−pi

(aix
pi

+ biy
pi

).

(II) Ist K nicht perfekt und ist die Singularität S von C verschieden vom Knoten Q von C, so ist
Sα bzw. (Sα)β eventuell ein Punkt in P2(L)\P2(K). Ist K perfekt, so ist Sα ∈ P2(K).

(III) Für Sα ∈ P2(K) ist (aN , bN ) ≡ (cN , dN ), also (Sα)β = S.

Beweis:

(1) Wie im Teil (1) des Beweises von Hilfssatz 33 zeigt man, daß |V α ∩PGL3(K)| = ∞ ist, wobei
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V C ΓC ist und induziert wird von

V ′ =

M(r, s) =

 1 0 0
r 1 0
s 0 1

 ∈ GL3(L) : (1 : r : s) ∈ C

 (vgl. Satz 25, S. 102).

Es sei weiter V∗ = {v ∈ V : vα ∈ PGL3(K)} und V ′
∗ ⊆ V ′ die Menge aller Matrizen, die V∗

induzieren. Wenn A ∈ GL3(L) ein Repräsentant für α ist, folgt:

∀ M ∈ V ′
∗ ∃ t ∈ L∗ mit tAMA−1 ∈ GL3(K)

(2) Betrachte für so ein M ∈ V ′
∗ mit B := tAMA−1 ∈ GL3(K) das charakteristische Polynom

χB(x) = x3− 3x2t+3xt2− t3 ∈ K[x] von B. Dieses Polynom ist über K reduzibel und B induziert
auf P2(K) eine wohldefinierte Elation:

Für charK 6= 3 ist χB sicher reduzibel. Für charK = 3 und χB irreduzibel könnte man B innerhalb
der GL3(K) zur rationalen Normalform  0 1 0

0 0 1
t3 0 0


konjugieren. Diese Matrix induziert aber für t 6∈ K – gesehen als Element der GL3(L) – keine
Perspektivität von PGL3(L). Das kann nicht sein, also ist auch für charK = 3 das Polynom χB

reduzibel über K.
Wenn B auf P2(K) keine Elation induzieren würde, könnte man B innerhalb der GL3(K) konju-
gieren zu  t 1 0

0 t 1
0 0 t

 =: J(t).

Das kann auch nicht sein, denn die Jordannormalform von B innerhalb der GL3(L) ist nicht kon-
jugiert zu J(t). Also induziert B eine Elation in der PGL3(K), die das Zentrum Z ∈ P2(K) und
die Achse g hat, dabei ist g eine Gerade mit unendlich vielen K-rationalen Punkten.

Es sei Q = (0 : 1 : 0) der Knoten von C und Qα der Knoten von Cα. Der Punkt Qα muß in
P2(K) liegen, denn Cα hat unendlich viele K-rationale Punkte und deren Tangenten sind dann
K-rationale Geraden, die sich in einem K-rationalen Punkt treffen müssen.

(3) Es sei P ein K-rationaler Punkt auf Cα, der nicht auf der Geraden g liegt. Wegen der Tran-
sitivität von V auf C existiert ein µ ∈ V mit (1 : 0 : 0)µ = Pα−1

. Weiter sei β1 ∈ PGL3(K) so,
daß P β1 = (1 : 0 : 0) ist und (Qα)β1 = (0 : 1 : 0). Für die Gerade [∞] – die Achse der von M ∈ V ′

∗
induzierten Elation aus V – gilt:

[∞]β1◦α◦µ = [1 : 0 : x] mit x ∈ K.

Es sei nun β2 ∈ PGL3(K) so, daß (1 : 0 : 0)β2 = (1 : 0 : 0) ist sowie (0 : 1 : 0)β2 = (0 : 1 : 0) und
außerdem [1 : 0 : x]β2 = [1 : 0 : 0] = [∞] (so ein β2 existiert sicher). Setze nun α1 := β2◦β1◦α◦µ. Für
einen Repräsentanten A1 ∈ GL3(L) von α1 gilt dann wegen (1 : 0 : 0)α1 = (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0)α1 =
(0 : 1 : 0), [∞]α1 = [∞]:

A−1 =

 1 0 0
0 a b

0 0 c
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Es ist Cα1 die Nullstellenmenge von 1
c (G ◦A−1

1 ) mit

1
c ((G ◦A−1

1 )(w, x, y)) = wn−1y +
∑N

i=1 w
n−pi

(
cia

pi

c xpi

+ ( cib
pi

c + dic
pi−1)ypi

)
=: wn−1y +

∑N
i=1 w

n−pi

(a′ix
pi

+ b′iy
pi

)

=: F̃ (w, x, y).

Setze β̃ = β2 ◦ β1 ∈ PGL3(K). Es ist Cα1 = (Cα)eβ und deshalb ist F̃ ∈ K[w, x, y] sowie
|Cα1 ∩ P2(K)| = ∞, |V α1 ∩ PGL3(K)| = ∞.

(4) Je nachdem, ob (cN , dN ) ≡ (0, 1) oder ≡ (1, 0) ist, fällt die Singularität von C mit dem Knoten
zusammen oder nicht. Wir unterscheiden drei Fälle.

(4a) Falls die Singularität S von C mit dem Knoten Q von C zusammenfällt, ist (a′N , b
′
N ) ≡ (0, 1).

Setze in diesem Fall ai := a′i, bi := b′i für i = 1, . . . , N sowie β := β̃, F := F̃ . Dann ist die
Behauptung bewiesen.

(4b) Falls die Singularität S von C verschieden vom Knoten Q von C ist und falls zusätzlich
Sα1 = (0 : − b

a : 1) ein Punkt in P2(K) ist, setze

X :=

 1 0 0
0 1 b

a

0 0 1

 ∈ GL3(K).

Es sei β3 die von X induzierte Kollineation in PGL3(K) und weiter α2 := β3 ◦ α1. Dann ist Cα2

die Nullstellenmenge von F̃ ◦X−1 ∈ K[w, x, y] mit

F̃ ◦X−1(w, x, y) = wn−1y +
∑N

i=1 w
n−pi

(
a′ix

pi

+ (b′i − a′i
bpi

api )ypi
)

=: wn−1y +
∑n

i=1 w
n−pi

(aix
pi

+ biy
pi

).

Es ist bN = b′N − a′N
bpN

apN = − cN apn

c
bpN

apN + cN bpN

c + dNc
pN−1 = 0 wegen dN = 0. Setze nun

β := β3 ◦ β2 ◦ β1 und F = F̃ ◦X−1. Dann ist die Behauptung bewiesen.

(4c) Falls die Singularität S von C verschieden vom KnotenQ von C ist und falls Sα1 = (0 : − b
a : 1)

kein Punkt in P2(K) ist, ist t := − b
a 6∈ K, aber wegen (a′N , b

′
N ) = ( cN apN

c , cN bpN

c ) ∈ K×K gilt im-
merhin tp

N ∈ K. Diese Situation kann also nur für nicht perfekte Körper auftreten. In diesem Fall
setze wie in (4a) ai = a′i, bi = b′i für i = 1, . . . , N sowie β = β̃, F = F̃ . Dann ist die Behauptung
bewiesen. �

Nun betrachten wir verallgemeinerte Parabeln, schließen aber den Sonderfall wpN−1y = xpj

in
Charakteristik p vorerst aus.

HILFSSATZ 35 (Normalform von verallgemeinerten Parabeln) Es sei L ein algebraisch abge-
schlossener Körper mit charL 6= 2 und K ein unendlicher Teilkörper von L. Die Kurve C :=
{(w, x, y) ∈ P2(L) : wn−kyk = xn} sei eine irreduzible VP-Kurve, die keine Translations-
kurve ist, mit Stabilisator ΓC ≤ PGL3(L). Weiter sei α ∈ PGL3(L) eine Kollineation mit
|Cα ∩ P2(K)| = ∞, |(ΓC)α ∩ PGL3(K)| = ∞.

Dann existiert eine Kollineation β ∈ PGL3(K) mit (Cα)β = C.
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Beweis:

(1) Wir führen zuerst einige Notationen ein.
Es sei ∆ das Einheitsdreieck mit Ecken E1 = (1 : 0 : 0), E2 = (0 : 1 : 0), E3 = (0 : 0 : 1). Für
j = 1, 2, 3 sei ej der zugehörige Einheitsvektor, je nach Zusammenhang im Vektorraum L3 bzw.
K3. Die Matrix A ∈ GL3(L) sei ein Repräsentant für die Kollineation α.
Es sei I ′′ eine Indexmenge, so daßMi :=

 1 0 0
0 rk

i 0
0 0 rn

i

 : i ∈ I ′′
 ⊂ GL3(L)

die Gruppe ΓC induziert (vgl. Hilfssatz 24, S.97), es gelte dabei Mi 6= Mj für i 6= j, i, j ∈ I ′′. Die
Indexmenge I ′ ⊂ I ′′ sei gegeben durch I ′ :=

{
i ∈ I ′′ : |{1, rk

i , r
n
i }| = 3

}
. Es ist |I ′| = ∞, da ΓC

nur endlich viele Homologien enthalten kann. Nun sei schließlich I ⊆ I ′ die Menge aller Indizes, so
daß für die zugehörigen Matrizen Mi gilt:

∃ti ∈ L∗ mit tiAMiA
−1 =: Bi ∈ GL3(K)

Es ist |I| = ∞ wegen |(ΓC)α ∩PGL3(K)| = ∞. Setze noch R := {ri : i ∈ I} und zuletzt χi ∈ K[x]
das charakteristische Polynom von Bi (für ein fest gewähltes ti).

(2) Wir zeigen: Die Ecken von ∆α liegen in P2(K).

Für alle i ∈ I gilt: Die von der Matrix Bi ∈ GL3(K) ⊆ GL3(L) induzierte Kollineation – auf-
gefaßt als Element der PGL3(L) – hat genau die Fixpunkte Eα

j , j = 1, 2, 3. Eine Matrix Bi

hat im L-Vektorraum L3 genau drei linear unabhängige Eigenvektoren Aej zu den Eigenwerten
ti, tir

k
i , tir

n
i .

Wir unterscheiden jetzt fünf Fälle, nämlich:

(a) Genau zwei Ecken von ∆α liegen in P2(K).

(b) Nur Eα
1 liegt in P2(K).

(c) Nur Eα
2 liegt in P2(K).

(d) Nur Eα
3 liegt in P2(K).

(e) Keine der drei Ecken von ∆α liegt in P2(K).

Diese Fälle führen wir nacheinander zum Widerspruch.

(2a) Angenommen, genau zwei Ecken von ∆α liegen in P2(K). Dann hat für alle i ∈ I die Matrix
Bi genau zwei linear unabhängige Eigenvektoren im K-Vektorraum K3, also zerfällt χi über K in
Linearfaktoren. Da χi in L drei verschiedene Nullstellen hat, gilt das natürlich auch in K. Dann
hat aber Bi drei linear unabhängige Eigenvektoren im K3, Widerspruch.

(2b) Angenommen, nur Eα
1 liegt in P2(K). Es sei oBdA. die Matrix A ∈ GL3(L) so normiert, daß

Ae1 =: v1 ∈ K3 ist. Wegen Biv1 = tiAMiA
−1Ae1 = tiv1 und Bi ∈ GL3(K) ist ti ∈ K ∀i ∈ I. Wir

können also ti = 1 ∀i ∈ I annehmen. Für das charakteristische Polynom χi ergibt sich dann für
alle i ∈ I:

χi(x) = (x− 1)(x2 − x(rk
i + rn

i ) + rk+n
i ) ∈ K[x]

= (x− 1)(x− rk
i )(x− rn

i ) ∈ L[x]\K[x].
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Für ein fest gewähltes i0 ∈ I sei nun ri0 =: a sowie µ(x) := x2 − x(ak + an) + ak+n. Es ist
µ ∈ K[x] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfällungskörper dieses Polynoms sei
K′ = K(ak) = K(an). Es gilt [K′ : K] = 2 und K′ = K(a):
Die Irreduzibilität der Kurve C impliziert, daß n und k teilerfremd sind, also existieren zwei ganze
Zahlen u und v mit un + vk = 1. Aus ak, an ∈ K′ folgt (ak)v · (an)u = aun+vk = a ∈ K′, also
K(a) = K′.
Wegen degµ = 2 und an 6= ak existiert genau ein nichttrivialer Körperautomorphismus φ von K′,
der K invariant läßt. Dieser muß dann die beiden Wurzeln ak und an von µ vertauschen, also ist
φ(an) = ak und φ(ak) = an. Es folgt:

φ(a) = φ
(
(ak)v(an)u

)
=
(
φ(ak)

)v
(φ(an))u = avn+uk

Wegen µ ∈ K[x] haben wir außerdem an+k ∈ K, also

an+k = anφ(an)
an+k = akφ(ak)

}
=⇒ an−kφ(an−k) = (aφ(a))n−k = 1

Es folgt
(a · avn+uk)n−k = a(1+vn+uk)(n−k) = 1.

Es ist n − k 6= 0 und 1 + vn + uk 6= 0, wie man leicht nachrechnet. Man beachte dabei, daß für
u = −v = 1 und n = k+1 zwar 1+ vn+uk = 0 ist, aber für irreduzible VP-Kurven oBdA. 2k < n

angenommen werden kann. Dann wäre 2k < k + 1 bzw. k < 1, aber k ∈ N.
Also ist a ein Element aus L∗ von endlicher multiplikativer Ordnung.

Nun betrachte für i ∈ I das Polynom µi(x) = x2 − x(rk
i + rn

i ) + rk+n
i ∈ K[x] und den zugehörigen

Zerfällungskörper K′
i von µi.

Für alle i ∈ I gilt K′
i = K′:

Jede Matrix Bi hat im K′
i-Vektorraum (K′

i)
3 drei linear unabhängige Eigenvektoren, da χi in K′

i[x]
zerfällt. Andererseits hat jede Matrix Bi im L-Vektorraum L3 dieselben Eigenvektoren wie Bi0 .
Wenn v ∈ (K′)3 so ein Eigenvektor von Bi0 ist, ist also Biv = λv mit λ ∈ {1, rk

i , r
n
i } ⊂ K′

i. Wegen
Bi ∈ GL3(K) ist Biv ∈ (K′)3, also λv ∈ (K′)3 und deshalb auch λ ∈ K′ wegen v 6= 0.

Der (einzige nichttriviale) Körperautomorphismus φ ∈ AutK(K′) permutiert nun für jedes i ∈ I

die zwei Nullstellen von µi, also gilt, wenn man die vorher für a gemachte Rechnung für alle ri mit
i ∈ I durchführt:

r
(1+vn+uk)(n−k)
i = 1, c := (1 + vn+ uk)(n− k) 6= 0

Die Menge R = {ri : i ∈ I} besteht also aus c-ten Einheitswurzeln von L und ist somit endlich.
Widerspruch.

(2c) Angenommen, nur Eα
2 liegt in P2(K).

Es sei oBdA. die Matrix A ∈ GL3(L) so normiert, daß Ae2 =: v2 ∈ K3 ist. Wegen Biv2 =
tiAMiA

−1Ae2 = tir
k
i v2 und Bi ∈ GL3(K) ist also tirk

i ∈ K. Für das charakteristische Polynom χi

ergibt sich dann für alle i ∈ I:

χi(x) = (x− tir
k
i )(x2 − x(ti + tir

n
i ) + t2i r

n
i ) ∈ K[x]

= (x− tir
k
i )(x− ti)(x− tir

n
i ) ∈ L[x]\K[x].

Für ein fest gewähltes i0 ∈ I sei nun ri0 = a und ti0 = t sowie µ(x) = x2 − x(t + tan) + t2an. Es
ist µ ∈ K[x] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfällungskörper dieses Polynoms sei
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K′ = K(t) = K(tan). Ähnlich wie in (2b) rechnet man nach, daß K′ = K(a) ist. Es ist AutK(K′) =
{id, φ} mit φ(t) = tan, φ(tan) = t und φ(tak) = tak und deswegen

φ(an) = φ( tan

t ) = φ(tan)
φ(t) = t

tan = a−n,

φ(ak) = φ( tak

t ) = φ(tak)
φ(t) = tak

tan = ak−n.

Daraus folgt (mit un+ vk = 1, u, v ∈ Z):

φ(a) =
(
φ(ak)

)v
(φ(an))u = av(k−n)−un

Wegen anφ(an) = 1 haben wir außerdem:

a(1+v(k−n)−un)n = 1

Es ist (n, k) = 1 und n > 1 und deswegen ist 1 + v(k − n)− un 6= 0, wie man leicht nachrechnet.
Also ist a ein Element aus L∗ von endlicher multiplikativer Ordnung.
Nun kann man analog wie in (2b) fortfahren und erhält |R| <∞, Widerspruch.

(2d) Angenommen, nur Eα
3 liegt in P2(K).

Es sei oBdA. die Matrix A ∈ GL3(L) so normiert, daß Ae3 =: v3 ∈ K3 ist. Wegen Biv3 = tir
n
i v3

und Bi ∈ GL3(K) ist also tirn
i ∈ K. Für das charakteristische Polynom χi ergibt sich dann für alle

i ∈ I:
χi(x) = (x− tir

n
i )(x− ti)(x− tir

k
i ) ∈ L[x]\K[x]

= (x− tir
n
i )(x2 − x(ti + tir

k
i ) + t2i r

k
i ) ∈ K[x]

Für ein fest gewähltes i0 ∈ I sei wieder ri0 = a und ti0 = t sowie µ(x) = x2− x(t+ tak) + t2ak. Es
ist µ ∈ K[x] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfällungskörper dieses Polynoms sei
K′ = K(t) = K(tak). Ähnlich wie in (2b) rechnet man nach, daß K′ = K(a) ist. Es ist AutK(K′) =
{id, φ} mit φ(t) = tak, φ(tak) = t und φ(tan) = tan und deswegen

φ(an) = φ

(
tan

t

)
=
tan

tak
= an−k, φ(ak) = φ

(
tak

t

)
=

t

tak
= a−k.

Daraus folgt (mit un+ vk = 1, u, v ∈ Z):

φ(a) =
(
φ(ak)

)v
(φ(an))u = a−kv+(n−k)u

Wegen akφ(ak) = 1 haben wir außerdem:

a(1−kv+(n−k)u)k = 1

Für k 6= 1 ist 1 − kv + (n − k)u 6= 0, wie man leicht nachrechnet. Für k = 1 ist φ(a) = 1
a und

(φ(a))n = φ(an) = an−1, also a−n = an−1 ⇐⇒ a2n−1 = 1. Deshalb ist – unabhängig davon, ob k
von 1 verschieden ist oder nicht – a ein Element endlicher multiplikativer Ordnung in L∗.
Nun kann man wie in (2b) fortfahren und erhält |R| <∞, Widerspruch.

(2e) Angenommen, keine der drei Ecken von ∆α liegt in P2(K).

Dann ist χi irreduzibel und separabel über K vom Grad drei für jedes i ∈ I. Für ein fest gewähltes
i0 ∈ I sei nun ri0 = a und ti0 = t sowie χ = χi0 und K′ der Zerfällungskörper von χ. Es ist
K′ = K(a), denn wegen ak, an ∈ K′, un + vk = 1(u, v ∈ Z) folgt a = (ak)v(an)u ∈ K′, außerdem
ist t+ tak + tan als Koeffizient von χ in K enthalten, also ist t ∈ K(a).
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Dann existiert ein Körperautomorphismus φ ∈ AutK(K′), der auf den drei Wurzeln t, tak, tan von
χ als 3-Zykel wirkt, etwa φ(t) = tak, φ(tak) = tan, φ(tan) = t. Wir rechnen:

φ(ak) = φ( tak

t ) = tan

tak = an−k ⇒ (akφ(ak)) = an (A)
φ(an) = φ( tan

t ) = t
tak = a−k (B)

Mit 1 = un+ vk für u, v ∈ Z ist außerdem

φ(a) = (φ(an))u(φ(ak))v = a−ku+v(n−k) (C)

Wenden wir nun φ auf (A) an, so ergibt sich:

φ(akφ(ak)) = φ(ak)φ2(ak) = φ(an)
(B)
= a−k, also

akφ(ak)φ2(ak) = (aφ(a)φ2(a))k = 1 (D)

Wenden wir φ auf (B) an, so folgt:

φ2(an) = φ(a−k)
(A)
= ak−n ⇒ a−kanφ2(an) = 1

(B)⇒ anφ(an)φ2(an) =
(
aφ(a)φ2(a)

)n
= 1 (E)

Wegen un+ vk = 1 folgt aus (D) und (E):((
aφ(a)φ2(a)

)k)v ((
aφ(a)φ2(a)

)n)u

= aφ(a)φ2(a) = 1

Mit (C) dann

a · a−ku+v(n−k) · a(−ku+v(n−k))2 = a[1+(−ku+v(n−k))+(−ku+v(n−k))2] = 1.

Es ist 1− ku+ v(n− k) + (−ku+ v(n− k))2 6= 0, da das Polynom 1 + x+ x2 über Z irreduzibel
ist. Also ist a ein Element aus L∗ von endlicher multiplikativer Ordnung.
Nun betrachte für i ∈ I das Polynom χi und den zugehörigen Zerfällungskörper K′

i von χi. Es gilt
für alle i ∈ I: K′

i = K′ (Argument wie in (2b)). Für ein j(i) := j ∈ {1, 2} operiert nun ψ := φj auf
den Wurzeln von χi durch ψ(ti) = tir

k
i , ψ(tirk

i ) = tir
n
i , ψ(tirn

i ) = ti. Dieselbe Rechnung wie für
φ, t und a liefert deshalb:

∀ i ∈ I : o(ri)
∣∣1 + (−ku+ vn− vk) + (−ku+ vn− vk)2

Also ist |R| <∞, Widerspruch.

(3) Es liegen also die Ecken Eα
1 , E

α
2 , E

α
3 von ∆α in P2(K), etwa Eα

j = Pj für j = 1, 2, 3. Es sei P ein
Punkt auf Cα ∩P2(K), der nicht auf einer Kante von ∆α liegt. Da die PGL3(K) transitiv auf den
Vierecken von P2(K) operiert, existiert eine Kollineation β ∈ PGL3(K) mit β(Pj) = Ej , j = 1, 2, 3,
und β(P ) = (1 : 1 : 1). Es sei nun γ ∈ ΓC die Kollineation, die den Punkt (1 : 1 : 1) ∈ C auf
Pα−1 ∈ C abbildet sowie α′ := β ◦ α ◦ γ. Es ist α′ = id und deshalb Cα′ = (Cα)β = C wegen
γ ∈ ΓC . �

Zuletzt wenden wir uns dem Spezialfall einer verallgemeinerten Parabel in Charakteristik p zu, die
gleichzeitig eine Translationskurve ist.
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HILFSSATZ 36 (Normalformen für Translationskurven, die gleichzeitig VP-Kurven sind) Es sei
L ein algebraisch abgeschlossener Körper von endlicher Charakteristik p 6= 2 und K ein unendlicher
Teilkörper von L. Die Kurve C ⊂ P2(L) sei die Nullstellenmenge des Polynoms G ∈ L[w, x, y] mit
G(w, x, y) = wpN−1y − xpN

für ein N ∈ N und ΓC sei der Stabilisator von C innerhalb der
PGL3(L). Für eine Kollineation α ∈ P2(L) gelte

|Cα ∩ P2(K)| = ∞, |(ΓC)α ∩ PGL3(K)| = ∞.

Dann liegt einer der folgenden Fälle vor:

(I) Ist die Singularität Sα von Cα ein Punkt in P2(K), so existiert ein β ∈ PGL3(K) mit
(Cα)β = C.

(II) Ist die Singularität Sα von Cα ein Punkt in P2(L)\P2(K), so existiert ein β ∈ PGL3(K), so
daß die Kurve (Cα)β die Nullstellenmenge des Polynoms F ∈ K[w, x, y] ist mit

F (w, x, y) = wpN−1y − λpN

xpN

− µpN

ypN

, λ, µ 6∈ K, λpN

, µpN

∈ K.

Die Gruppe (ΓC)α ∩ PGL3(K) enthält einen Normalteiler W von endlichem Index, dessen
nichttriviale Elemente Elationen sind. Der Körper K ist in diesem Fall ein nicht perfekter
Körper.

Beweis:

(1) Dem Hilfssatz 24 entnimmt man, daß ΓC repräsentiert wird von

Γ′C =

M(r, t) =

 1 0 0
r t 0
rpN

0 tp
N

 ∈ GL3(L) : r ∈ L, t ∈ L∗

 .

Es ist klar, daß ΓC auf C∗ := C\{(0 : 0 : 1)} scharf zweifach transitiv operiert. Es seien nun
S = (0 : 0 : 1) die Singularität und Q = (0 : 1 : 0) der Knoten von C, weiter P und R zwei Punkte
auf Cα ∩P2(K), so daß P,Q,R und S die Ecken eines nichtentarteten Vierecks bilden. Es existiert
eine Kollineation µ ∈ ΓC mit (1 : 0 : 0)µ = Pα−1

und (1 : 1 : 1)µ = Rα−1
. Für α1 := α ◦ µ gilt

dann wegen Cα = Cα1 , daß |Cα1 ∩ P2(K)| = ∞ und |Γα1
C ∩ PGL3(K)| = ∞ ist.

Der Knoten Qα = Qα1 ist ein Punkt in P2(K), denn wenn Cα unendlich viele K-rationale Punkte
hat, muß der Schnittpunkt der (K-rationalen) Tangenten dieser Punkte in P2(K) liegen.

(2) Wir betrachten den Fall Sα ∈ P2(K).

Da die PGL3(K) transitiv auf den nichtentarteten Vierecken von P2(K) operiert, existiert eine
Kollineation β ∈ PGL3(K) mit (Pα)β = (1 : 0 : 0), (Qα)β = (0 : 1 : 0), (Rα)β = (1 : 1 : 1) und
(Sα)β = (0 : 0 : 1). Offensichtlich ist dann γ := β ◦ α1 = id und Cγ = (Cα)β = C. Damit ist (I)
gezeigt.

(3) Wir betrachten den Fall Sα 6∈ P2(K).

Es existiert eine Kollineation β1 ∈ PGL3(K) mit (Pα)β1 = (1 : 0 : 0), (Rα)β1 = (1 : 1 : 1)
und (Qα)β1 = (0 : 1 : 0). Die Kollineation γ := β1 ◦ α1 wird dann induziert von einer Matrix
Cγ ∈ GL3(L) mit

Cγ =

 1− a 0 a

0 1− b b

0 0 1
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und das Bild der Singularität S ist gleich Sγ = (a : b : 1). Es ist also a 6∈ K oder b 6∈ K. Außerdem
ist [∞]γ = [1 : 0 : −a].

(3a) Es sei nun a ∈ K, dann ist b 6∈ K.

Betrachte die Kollineation β2 ∈ PGL3(K), die von der Matrix B2 ∈ GL3(K) induziert wird mit

B2 =

 1
1−a 0 − a

1−a

0 1 0
0 0 1

 .

Dann wird ε := β2 ◦ γ induziert von der Matrix E mit

E =

 1 0 0
0 1− b b

0 0 1


und es ist β := β2 ◦ β1 ∈ PGL3(K) sowie Cε = ((Cµ)α)β = (Cα)β mit |Cε ∩ P2(K)| = ∞ ,
|Γε

C ∩ PGL3(K)| = ∞. Die Kurve Cε ist die Nullstellenmenge des Polynoms F := G ◦ E−1 ∈
K[w, x, y] mit

F (w, x, y) = wpN−1y − λpN

xpN

− µpN

ypN

, λ =
1

1− b
, µ = − b

1− b
.

Wegen b 6∈ K ist λ 6∈ K und µ 6∈ K, wegen F ∈ K[w, x, y] ist λpN ∈ K und µpN ∈ K. Dann ist der
Körper K nicht perfekt. Die Gruppe Γε

C wird induziert von allen Matrizen der Form 1 0 0
r(1− b) + rpN

b t −bt+ btp
N

rpN

0 tp
N

 , r ∈ L, t ∈ L∗.

Damit so eine Matrix eine Kollineation in PGL3(K) repräsentiert, muß t ∈ K und b(t− tp
N

) ∈ K
sein, wegen b 6∈ K muß also gelten:

t = tp
N

bzw. t ∈ GF (pN )

Betrachte nun den Normalteiler V von ΓC , der induziert wird von V ′ := {M(r, 1) ∈ Γ′C : r ∈ L},
weiter die Untergruppe Z von ΓC , die induziert wird von Z ′ := {M(0, t) ∈ Γ′C : t ∈ L∗}. Es ist
ΓC = V oZ und Γε

C = V ε oZε, sowie Γε
C ∩PGL3(K) = (V ε ∩ PGL3(K)) o (Zε ∩ PGL3(K)). Die

Menge der t ∈ L, so daß EM(0, t)E−1 ∈ GL3(K) ist, ist endlich, also ist Zε ∩ PGL3(K) endlich.
Da aber |Γε

C ∩ PGL3(K)| = ∞ ist, ist W β := V ε ∩ PGL3(K) ein (unendlicher) Normalteiler von
Γε

C ∩ PGL3(K), also W ein Normalteiler von endlichem Index in Γα
C ∩ PGL3(K).

(3b) Wir zeigen nun, daß der Fall a 6∈ K nicht auftreten kann.

Es sei wieder V der Normalteiler von ΓC , der induziert wird von V ′ = {M(r, 1) ∈ Γ′C : r ∈ L}
und Z die Untergruppe von ΓC , die induziert wird von Z ′ = {M(0, t) ∈ Γ′C : t ∈ L∗}. Weiter sei
A ∈ GL3(L) ein Repräsentant für die Kollineation α.

Zuerst macht man sich klar, daß V α ∩ PGL3(K) = id ist:
Es werde für ein r 6= 0 die Kollineation µ(r) ∈ V durch M(r, 1) ∈ V ′ induziert. Wenn nun
(µ(r))α ∈ PGL3(K) gilt, existiert ein u ∈ L∗ mit uAM(r, 1)A−1 = B ∈ GL3(K). Da die Achse
[∞]γ = [1 : 0 : −a] der Elation (µ(r))γ nur einen K-rationalen Punkt, nämlich (0 : 1 : 0), enthält
und γ = β ◦α ◦µ ist mit β ∈ PGL3(K), µ ∈ ΓC (vgl. (1), (2)), enthält die Achse [∞]α der Elation
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(µ(r))α auch nur einen einzigen K-rationalen Punkt. Dieser ist dann der einzige Fixpunkt in P2(K)
der von der Matrix B induzierten Kollineation. Demnach kann man B innerhalb der GL3(K) zu

J =

u 1 0
0 u 1
0 0 u


konjugieren, denn das charakteristische Polynom χ(x) = (x−u)3 von B zerfällt über K[x], da der K-
rationale Punkt auf [∞]α von einem Eigenvektor von B repräsentiert wird. Wenn aber B = TJT−1

für T ∈ GL3(K) gilt, ist diese Gleichung innerhalb GL3(L) auch erfüllt, ein Widerspruch.

Es sei nun H ≤ ΓC gegeben durch H = {µ ∈ ΓC : µα ∈ PGL3(K)} und H ′ ⊆ Γ′C die Menge
der Matrizen, die H induzieren. Jedes nichttriviale µ ∈ H wird repräsentiert durch M(r, t) ∈ H ′,

dabei ist t 6= 1 und µ fixiert ein Dreieck mit Ecken (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) und
(

1 : r
1−t :

(
r

1−t

)pN)
.

Für ein fest gewähltes µ0 ∈ H\{id}, induziert durch M(r0, t0), sei nun c := r0
1−t0

.

Es gilt:
M(r, t0) ∈ H ′ ⇒ r = r0

Angenommen, r 6= r0 und M(r, t0) ∈ H ′. Dann ist M(r, t0) (M(r0, t0))
−1 = M(r − r0, 1) ∈ H ′,

also enthält H eine nichttriviale Elation, ein Widerspruch zu V α ∩ PGL3(K) = id.

Es gilt weiter für jedes nichttriviale M(r, t):

M(r, t) ∈ H ′ ⇒ r

1− t
= c

Angenommen, M(r, t) ∈ H ′ und r
1−t = d 6= c.

Es ist M(r, t)M(r0, t0) (M(r, t))−1 = M(r + r0t− rt0, t0) ∈ H ′ und deswegen

M(r + r0t− rt0, t0) (M(r0, t0))
−1 = M(r − r0 + r0t− rt0, 1) ∈ H ′.

Da H keine nichttrivialen Elationen enthält, ist r − r0 + r0t − rt0 = 0. Dies wiederum impliziert
(1− t)(1− t0)(d− c) = 0. Wegen t 6= 1 und t0 6= 1 ist das ein Widerspruch zur Annahme c 6= d.

Es gilt also für eine geeignete Indexmenge I mit |I| = ∞:

H ′ = {Mi := M(c(1− ti), ti) ∈ ΓC : i ∈ I}, ti 6= tj für i, j ∈ I, i 6= j.

Für jedes i ∈ I existiert demnach ein ui ∈ L∗ mit uiAMiA
−1 =: Bi ∈ GL3(K). Es sei χi das

charakteristische Polynom von Bi. Über L zerfällt χi zu χi(x) = (x − ui)(x − uiti)(x − uit
pN

i ).
Die Matrix Bi, interpretiert als Element von GL3(L), hat demnach die linear unabhängigen
Eigenvektoren v1 zum Eigenwert ui, v2 zum Eigenwert uiti und v3 zum Eigenwert uit

pN

i mit
v1 = Aw, v2 = Ae2, v3 = Ae3, w = (1, c, cp

N

). Es sei oBdA. A so normiert, daß v2, der Repräsen-
tant des Knotens von Cα, ein Vektor im K-Vektorraum K3 ist. Es ist uiti ∈ K. Der Vektor v3 ∈ L3

repräsentiert die Singularität von Cα, also ist v3 6∈ K3.

Bevor wir weitermachen, werfen wir einen Blick auf den Sonderfall t = tp
N

für t 6= 1. In diesem
Fall induziert M̂ := M(c(1− t), t) eine Homologie mit Achse [∞] und Zentrum (1 : c : cp

N

). Wäre
für ein u ∈ L∗ die Matrix uAM̂A−1 =: B ∈ GL3(K), so wäre, da [∞]α keine Gerade in P2(K) ist,
die Matrix B innerhalb der GL3(K) konjugiert zu

J =

u 0 0
0 ut 1
0 0 ut

 ,
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denn das charakteristische Polynom von B müßte über K zerfallen zu (x − u)(x − ut)2. Da aber
in der GL3(L) die Gleichung M̂ = TJT−1 für T ∈ GL3(L) nicht lösbar ist, geht das auch nicht in
GL3(K). Also gilt für jedes nichttriviale Mi ⊂ H ′:

Mi ∈ H ′ ⇒ ti 6= tp
N

i

Wegen ti 6= tp
N

i ∀ i ∈ I (außer dem Trivialfall ti = 1) ist also χi separabel. Da Sα 6∈ P2(K) ist, ist
auch (1 : c : cp

N

) 6∈ P2(K), sonst würde χi über K in Linearfaktoren zerfallen. Es ist

χi(x) = (x− uiti)(x2 − x(ui + uit
pN

i ) + u2
i t

pN

i ) =: (x− uiti)µi(x)

mit uiti ∈ K, µi ∈ K[x] irreduzibel und separabel über K. Es existiert deshalb ein nichttrivialer
Körperautomorphismus φi ∈ AutK(Ki), dabei sei Ki der Zerfällungskörper von µi, und für φi gilt:

φi(ui) = uit
pN

i , φi(uit
pN

i ) = ui, φi(uiti) = uiti

Wir rechnen:

uiti = φi(uiti) = φi(ui)φi(ti) = uit
pN

i φi(ti) ⇒ φi(ti) = t1−pN

i

ui = φi(uit
pj

i ) = φi(ui) (φi(ti))
pj

= uit
pj

i t
(1−pj)pj

i ⇒ 1 = t
pj(2−pj)
i

1 = (t2−pj

i )pj ⇔ 1 = t2−pj

i ∀ i ∈ I.

Da das Polynom xpj−2 − 1 nur endlich viele Nullstellen in L hat, folgt |I| <∞, Widerspruch. �
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