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Abstract

(german)

In der vorliegenden Arbeit werden Ovale und ihre Kollineationsgruppen in kompakten unzusam-
menhéingenden Pappos-Ebenen untersucht. Fiir eine gewisse Klasse von abgeschlossenen, stetig dif-
ferenzierbaren Ovalen in p-adischen Ebenen — sog. Tillmann-Ovalen — wird geklért, unter welchen
Umsténden diese eine transitive Kollineationsgruppe gestatten. Ovale mit transitiver Kollineati-
onsgruppe nennt man auch homogen. Die Existenz von homogenen Ovalen in p-adischen Ebenen,
die keine Kegelschnitte sind, wird nachgewiesen.

Es werden weiterhin alle algebraischen Kurven in einer projektiven Ebene iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper klassifiziert, die eine unendliche Kollineationsgruppe gestatten. Auflerdem
werden Scharen bzw. Mengen verschiedener algebraischer Kurven mit unendlichem gemeinsamen
Stabilisator betrachtet. Hierbei wird speziell auch auf Kegelschnitte bzw. Kegelschnittscharen ein-
gegangen.

Die Klassifikation aller algebraischen Kurven mit unendlicher Kollineationsgruppe iiber algebraisch
nicht abgeschlossenen Koérpern wird ebenfalls durchgefiihrt.

(english)

In this paper we study ovals and their collineation groups in compact totally disconnected Pap-
pian planes. For a certain class of closed, continuously differentiable ovals in p-adic planes — so
called Tillmann-Ovals — we answer the question, under what circumstances they have a transitive
collineation group. Ovals whith a transitive collineation group are also called homogeneous. The
existence of homogeneous ovals in p-adic planes, which are not conics, is proved.

In addition, we classify all algebraic curves in a projective plane over an algebraically closed field,
which have an infinite collineation group. We also look at sets of different algebraic curves with an
infinite common stabilizer. Especially sets of conics are considered.

Also, the classification of all algebraic curves with an infinite collineation group over not algebrai-
cally closed fields is carried out.






Einleitung

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste Teil behandelt eine Fragestellung aus der
ebenen projektiven Geometrie. Um diese bearbeiten zu koénnen, sind die Ergebnisse des zweiten
Teils erforderlich: Die Klassifikation aller algebraischen Kurven in Pappos-Ebenen, die eine unend-
liche lineare Kollineationsgruppe gestatten. Diese Klassifikation ist vom ersten Teil unabhéngig.

Der Hauptgegenstand der Untersuchungen des ersten Teils sind Ovale und ihre Kollineations-
gruppen in kompakten unzusammenhéngenden Pappos-Ebenen. Eine nichtleere Teilmenge O der
Punktmenge einer projektiven Ebene heifit Oval, falls gilt:

(I) Jede Gerade trifft O in hochstens zwei Punkten.

(II) Zu jedem Punkt P € O gibt es genau eine Gerade T, die O nur im Punkt P trifft, die
sogenannte Tangente.

Man weif}, daf§ es in jeder unendlichen — nicht notwendigerweise desarguesschen — projektiven Ebe-
ne Ovale gibt (vgl. [1] und [12]). Die bekanntesten Vertreter von Ovalen in Pappos-Ebenen sind
die Kegelschnitte. Ein Oval ist aber im Allgemeinen kein Kegelschnitt.

Tragen ein (kommutativer) Korper K und die zugehorige projektive Ebene Po(K) eine Topologie,
so interessiert man sich in erster Linie fiir topologische Ovale, d.h. Ovale, die bzgl. der vorliegenden
Topologie gutartig sind. Dies duflert sich in der Abgeschlossenheit und — je nach Korper — etwa
einem geeigneten Differenzierbarkeitsbegriff. Die zentrale Frage ist hier, ob und wenn ja wie die
Klasse der topologischen Ovale von den Kegelschnitten abweicht. Fiir die komplexe projektive Ebe-
ne etwa hat Buchanan in [3] gezeigt, dafl jedes im Sinne der gewshnlichen Topologie abgeschlossene
Oval in P2 (C) ein Kegelschnitt ist.

Wenn ein Oval iiber R eine algebraische Kurve ist, kann ihr Grad > 3 sein, wie das Beispiel
{(w:z:y) € Pa(R): zt+y* = w} zeigt.

Der Schwerpunkt unserer Arbeit liegt in der Betrachtung von Ovalen in kompakten unzusam-
menhéngenden Pappos-Ebenen, wir nennen sie ultrametrische Ebenen. Thnen liegt ein lokaler
Korper zugrunde. Den Fall, dafl der Restklassenkorper dieses Korpers die Charakteristik 2 hat,
betrachten wir allerdings nicht.

In ultrametrischen Ebenen hat Tillmann in [16] diejenigen Ovale beschrieben, die abgeschlossen
und stetig differenzierbar sind. Neben Kegelschnitten und ovalen algebraischen Kurven héheren
Grades tritt hier ein zusétzlicher Ovaltyp auf, den es in der reellen Ebene auch gibt, ndmlich das
aus Stiicken verschiedener algebraischer Kurven zusammengesetzte Oval. Das Beispiel in der fol-
genden Figur besteht aus einem Halbkreis und einer Halbellipse, die sich auf der y-Achse in zwei
Klebepunkten treffen. Fiir zusammengesetzte Ovale in ultrametrischen Ebenen gibt es solche Kle-
bepunkte nicht. Das Fehlen der Klebepunkte schligt sich in der Gestalt der Kollineationsgruppe
solcher Ovale nieder: Bei unserem reellen Ei ist diese Gruppe — beschrinkt auf die affine Situa-
tion — isomorph zu Zs. Projektiv betrachtet hat dieses Ei eine unendliche, aber nicht transitive
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Ellipse Kreis

Kollineationsgruppe (vgl. Abschnitt 2.1.3, S.84 ff.). Im ultrametrischen Fall kann so eine Kollinea-
tionsgruppe sogar transitiv sein — das Hauptergebnis des ersten Teils der vorliegenden Arbeit (vgl.
Satz 4, S. 32).

Fiir eine nichtleere Teilmenge M der Punktmenge einer projektiven Ebene P5(K) iiber einem be-
liebigen Korper bezeichnen wir mit Gj; den Stabilisator der Menge M innerhalb der linearen
Kollineationsgruppe PGL3(K). Dieser Stabilisator Gjs heifit dann auch die Kollineationsgruppe
von M. Ist M ein nichtentarteter Kegelschnitt, so operiert Gps scharf dreichfach transitiv auf den
Punkten von M (vgl. [5]). Wenn K ein unendlicher Kérper ist, folgt insbesondere, dafl der Stabili-
sator von Kegelschnitten eine unendliche Gruppe ist. In der affinen reellen Ebene gestattet z.B. der
Einheitskreis unendlich viele lineare Abbildungen auf sich selbst, ndmlich einerseits die Drehungen
um den Ursprung und andererseits die Spiegelungen an Geraden durch den Ursprung.

In Kapitel 1 gehen wir nun der Frage nach, ob es in ultrametrischen Ebenen topologische Ovale
gibt, die zwar keine Kegelschnitte sind, aber eine transitive Kollineationsgruppe zulassen. Ovale
mit transitiver Kollineationsgruppe nennen wir homogen. Da in ultrametrischen Ebenen keine to-
pologischen Ovale bekannt sind, die nichts mit algebraischen Kurven zu tun haben, beschrinken
wir uns auf die Betrachtung einer Klasse von Ovalen, die eine Verallgemeinerung derjenigen Ovale
sind, die entweder gleich einer oder eine Teilmenge einer algebraischen Kurve sind, oder aber aus
Stiicken verschiedener Kurven zusammengesetzt sind. Wir nennen sie Tillmann-Ovale oder kurz
T-Ovale. Das sind abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale, die auf einer offenen Punktmenge
nichttrivial mit einer algebraischen Kurve iibereinstimmen. Zur Definition der T-Ovale siehe Seite
31.

Nach einigen allgemeinen Bemerkungen in 1.1 und 1.2 betrachten wir im Abschnitt 1.3 homogene
T-Ovale in ultrametrischen Ebenen, die keine Kegelschnitte sind. Zuerst zeigt sich, daf} zu so einem
Oval O eine algebraische Kurve C' in P2(K) mit unendlicher Kollineationsgruppe existiert, fiir die
gilt: ONC =: B # 0.

Die Menge B ist dann bzgl. der Spurtopologie von O sowohl offen als auch abgeschlossen. Wir
nennen sie Bogen.

Die Homogenitdt von O impliziert weiter, daf§ im Falle O ¢ C das Oval aus endlich vielen sol-
chen Bogen Bi,..., B, zusammengesetzt ist. Jeder Bogen entstammt einer algebraischen Kurve
C; und die Kurven C; sind paarweise verschieden und projektiv dquivalent. Auflerdem gilt fiir den
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gemeinsamen Stabilisator dieser Kurven:

Ge,

i

=0

-

i=1

Hier stoBt man nun auf ein Problem, ndmlich die Kenntnis der Stabilisatoren von algebraischen
Kurven innerhalb der PGL3(K) bzw. die Kenntnis algebraischer Kurven in P(K) mit unendli-
chem Stabilisator. Zwar sind die Automorphismengruppen von Kurven (im Sinne der algebraischen
Geometrie) sowie die Kurven mit unendlichen Automorphismengruppen (rationale und elliptische
Kurven) aus der algebraischen Geometrie bekannt. Diese Automorphismengruppen sind aber im
Allgemeinen grofer als die fiir uns relevanten Kollineationsgruppen. Ebenso ist der iibliche Kur-
venbegriff der algebraischen Geometrie fiir unsere Fragestellungen nicht uneingeschrankt geeignet.
Denn wir miissen Kurven in ultrametrischen Ebenen Ps(K) betrachten, und die zugrundeliegenden
lokalen Korper sind nicht algebraisch abgeschlossen. Problematisch ist hier auch die Frage nach
den Ovaleigenschaften einer Kurve, wenn man ihre Gleichung nicht explizit kennt.

Ohne die Kenntnis aller algebraischen Kurven C' C P(K) mit unendlichem Stabilisator G¢ bzw.
Mengen von algebraischen Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator fiir lokale Koérper K
konnen wir die Frage nach der Existenz bzw. Nichtexistenz von homogenen T-Ovalen nicht 16sen.
Isoliert von dieser geometrischen Frage ist die Klassifikation aller Kurven mit unendlicher Kollinea-
tionsgruppe in projektiven Ebenen Ps(K) iiber einem unendlichen Kérper eine sehr interessante
Problemstellung. Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit 16sen wir mit eher elementaren Methoden
dieses Klassifikationsproblem fiir beliebige Charakteristiken # 2. Dabei stehen folgende Fragen im
Mittelpunkt:

(1) Klassifikation ebener algebraischer Kurven vom Grad > 3 mit unendlichem Stabilisator iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper L sowie die explizite Darstellung dieser Kurven
durch Normalformen algebraischer Gleichungen.

(2) Fiir einen unendlichen, nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen Korper K die Klassifi-
kation ebener algebraischer Kurven C' vom Grad > 3 mit |C| = co und |G¢| = oo.

(3) Fiir einen beliebigen unendlichen Kérper und eine mindestens zweielementige Menge C =
{C; : i € I} von paarweise verschiedenen Kurven C; vom Grad > 2, so daf} fiir alle i gilt
|C;| = 00 und |G¢,| = oo, die Fragen:

Wann ist |(;c; Ge,

= oo und wie sehen € und G¢ :=),.; G¢, aus?

il
Mit der Frage (3) speziell fiir Kegelschnitte beschiftigen wir uns im Kapitel 2.1. Es stellt sich
heraus, dal zwei oder mehr Kegelschnitte mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator in einer
sogenannten Kegelschnittschar I enthalten sind (vgl. die Abbildung auf Seite 78) und daf§ der
zugehorige gemeinsame Stabilisator Gx eine sogenannte Buekenhoutgruppe ist (vgl. Def. 8 auf
Seite 74). Im Affinen iiber R beispielsweise kann K gleich der Menge aller Kreise um den Ursprung
sein, die zugehorige affinisierte Buekenhoutgruppe ist dann genau die bereits erwahnte Gruppe von
Drehungen und Spiegelungen: Die unendlich ferne Gerade ist dabei Fixgerade dieser Buekenhout-
gruppe und gleichzeitig Passante bzgl. jedes Kreises der Schar. Ein weiteres interessantes Ergebnis
ist die Existenz einer Bijektion zwischen den projektiven Aquivalenzklassen solcher Kegelschnitt-
scharen inklusive Buekenhoutgruppen und der Menge der Quadratklassen des zugrundeliegenden
Korpers K.

Der n#chste Schritt ist, sich mit irreduziblen Kurven vom Grad > 3 zu befassen, zunéchst {iber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper L. der Charakteristik # 2. Dies geschieht in den Ab-
schnitten 2.2 und 2.3.1. Hier liefern bekannte Aussagen aus der algebraischen Geometrie sehr



schnell eine Einschriankung des Grades singularitdtenfreier Kurven mit unendlichem Stabilisator:
Nur Kurven vom Grad 3 sind zu betrachten. Diese haben eine unendliche Automorphismengruppe.
Da die betrachteten Kurven aber — eingebettet in die projektive Ebene — endlich viele Wendepunkte
besitzen, sind diese Kurven relativ starr. Ihre Kollineationsgruppe operiert namlich auf der Menge
dieser Wendepunkte und durch Betrachtung dieser Wirkung sieht man, dafl die Stabilisatoren der
nichtsinguldren Kurven vom Grad 3 iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charak-
teristik # 2 endlich sind.

In 2.3.1 werden singuldre Kurven iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper I untersucht.
Da der Stabilisator von vier Punkten in allgemeiner Lage innerhalb der PGL3(L) trivial ist, kann
eine singuldre Kurve C' mit unendlichem Stabilisator G¢ nur eine relativ einfache Singularitéiten-
konfiguration haben, denn G¢ mufl auf der Menge S dieser Singularitédten operieren.

Wir erldutern unser Vorgehen am einfachsten Beispiel, den verallgemeinerten Parabeln, kurz VP-
Kurven. Affin haben sie die Gleichung x™ = y* fiir zwei teilerfremde natiirliche Zahlen n und k.
Nimmt man an, eine irreduzible algebraische Kurve C = {(w: z : y) € P2(L) : Y a;w'aiy’ = 0}
hat eine unendliche Kollineationsgruppe G'¢ und mindestens zwei Singularitéiten' mit verschiede-
nen Tangenten, so kann man oBdA. fiir die Singularitétenmenge S = {(1 : 0 : 0),(0 : 0 : 1)}
annehmen. Jede dieser Singularitdten hat mindestens eine Tangente, also kann man weiter an-
nehmen, dafl zwei dieser Tangenten sich im Punkt (0 : 1 : 0) treffen. Die Gruppe G¢ hat nun
einen Normalteiler No von endlichem Index, der die drei Einheitspunkte (1 : 0 : 0),(0 : 1 : 0)
und (0 : 0 : 1) punktweise festldfit. Als néchstes iiberlegt man sich, daf§ die Kurve C' auf dem
Einheitsdreieck A keine Punkte aufler den Ecken besitzen kann. Denn sonst hétte der Normaltei-
ler N¢ wiederum einen unendlichen Normalteiler N, der auf den Schnittpunkten von C mit den
Kanten von A trivial operieren wiirde. Dieser Normalteiler N bestiinde dann aus unendlich vielen
Homologien mit identischem Zentrum auf A und identischer Achse (eine Kante von A). Da C
auBerhalb von A immer Punkte besitzen muf}, gibe es somit mindestes einen Punkt, der unter N
eine unendliche kollineare Bahn hétte, was nicht sein kann.

Mit diesen Informationen kann man nun die meisten der Koeffizienten a;;; der Gleichung von C
wegdiskutieren und erhilt C = {(w :  : y) € Pa(L) : w" Fy* = 2"}. Die Gruppe G¢ ist dann
(bis auf einen Sonderfall) isomorph zu

1 0 0
0o o0 "

Fiir Koérper der Charakteristik Null sind diese VP-Kurven bis auf projektive Aquivalenz die einzi-
gen algebraischen Kurven vom Grad > 2 mit unendlicher Kollineationsgruppe. Die Kegelschnitte
sind natiirlich fiir kK = 1 und n = 2 darin enthalten; die Kollineationsgruppe ist in diesem Fall
grofler als die oben angegebene Gruppe.

Im Falle endlicher ungerader Charakteristik p gibt es zusétzlich zu diesen verallgemeinerten Pa-
rabeln noch drei weitere Kurventypen mit unendlichem Stabilisator. Das sind zunéchst die soge-
nannten Translationskurven, irreduzible Kurven C' mit einer Gleichung in Normalform der Gestalt

N
w? "y + prN_pi (aiz® +biy?' ) =0 (a;,b; €L, N € N).
i=1

Thre Kollineationsgruppe G¢ ist ein semidirektes Produkt mit einem Normalteiler von endlichem

IDer Kurventyp 2" = y hat zwar nur eine Singularitiit, aber anstelle der zweiten Singularitit existiert hier ein
Wendepunkt.
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Index, der repréisentiert wird von
0 0
r 1 0] eGL3(L): (1:r:5)eC
0 1

Der zweite Faktor dieses semidirekten Produkts wird oBdA. durch endlich viele Diagonalmatrizen
repréasentiert.

Aus affiner Sicht — die einzige Singularitét von C' liegt dann auf der unendlich fernen Geraden, wel-
che gleichzeitig die einzige Tangente dieser Singularitéit ist und somit unter G¢ festbleibt — besteht
obiger Normalteiler aus Translationen (z,y) +— (z + r,y + s), daher der Name Translationskurve.

Nur fiir endliche Charakteristik p existiert der oben erwéhnte Sonderfall von VP-Kurven. Das sind
verallgemeinerte Parabeln, die die Nullstellenmenge der Gleichung pr’ly = 27" sind fiir ein
N € N. Diese Kurven sind sowohl VP- als auch Translationskurven. Ihre Kollineationsgruppe wird
reprisentiert von

1 0 O
r t 0 | €eGL3(L): rel, t € L\{0}
A

Ebenfalls nur im Falle charl. = p gibt es die sogenannten KV-Kurven. Sie sind mit den Kegelschnitten
verwandt. Hierzu betrachten wir fiir ein N € Nund ¢ = 1,..., N die Kegelschnittgleichungen

1
Fi(w,z,y) = aywx + Bywy + 551'%2.

Wir bilden daraus das homogene Polynom

N
N_ i i

F(w,z,y) = Z(w2)p P (Fi(w,z,y))",
=0

d.h. wir wenden auf F; die i-te Potenz des Frobeniusautomorphismus an und summieren anschlie-
Bend auf — entsprechend homogenisiert durch die zugehorige w-Potenz. Diejenigen Fj;, die von Null
verschieden und irreduzibel sind, definieren (affin) Parabeln y = — 3tz — 122, die die unendlich
ferne Gerade auf der y-Achse in der einzigen Singularitét von C treffen und den Punkt (0,0) ge-
meinsam haben. Die unendlich ferne Gerade ist dann die einzige Tangente obiger Singularitéit. Die
zugehorige Kollineationsgruppe ist ein semidirektes Produkt mit einem Normalteiler von endlichem
Index, der repriisentiert wird von der (kommutativen) Gruppe

1 0 0

a 1 0]eGLsL): 1:a:b)eC

b —a 1

Fiir den zweiten Faktor dieses semidirekten Produktes kann man oBdA. annehmen, dafl er von
endlich vielen Diagonalmatrizen der Gestalt

1 0 0
0 ¢ O
0 0 ¢

C

reprasentiert wird. Von solchen Matrizen reprisentierte Kollineationen lassen iibrigens alle Kegel-
schnitte der Form wy = ax? mit a € L\{0} fest.

Nachdem diese Kurventypen und ihre Gruppen iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern bekannt
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sind, kann der gemeinsame Stabilisator mehrerer solcher Kurven, also die Frage (3) fiir einen alge-
braisch abgeschlossenen Korper, untersucht werden. Dies geschieht im Abschnitt 2.3.2.

Ahnlich wie bei den Kegelschnitten findet man, dafl gewisse Scharen der erhaltenen Kurventypen
einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator zulassen. So hat etwa die Schar

C={Ca)={(w:z:y) € Po(L): w" "y*¥ =az"}: a e L\{0}}

einen gemeinsamen Stabilisator, der von

1 0 0
0 tf 0 | €eGL3(L): teL\{0} p <GL3(L)
0 0 "

reprasentiert wird. Die Kurven C(a) iiberdecken die Ebene bis auf das Einheitsdreieck einfach
und haben dieselben Singularitéiten. Ahnliche Uberdeckungseigenschaften kennzeichnen auch die
entsprechenden Scharen der anderen Kurventypen. Eine notwendige Bedingung dafiir, dafl mehre-
re Kurven einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator zulassen, ist, dal diese Kurven projektiv
dquivalent sind.

Der Abschnitt 2.3.3 widmet sich nun den Fragen (2) und (3) fiir beliebige unendliche, insbesondere
algebraisch nicht abgeschlossene Korper K mit algebraischem Abschluf} L.

Wenn eine iiber K definierte Kurve unendlich viele Punkte in P2 (K) und einen unendlichen Stabi-
lisator innerhalb der PGL3(K) hat, ist die Kurve die Menge der K-rationalen Punkte einer iiber
L gegebenen Kurve C’ und C’ ist eine verallgemeinerte Parabel, eine Translationskurve oder eine
KV-Kurve, allerdings nicht notwendigerweise in Normalform. Das heift, es existiert eine Kollinea-
tion @ € PGL3(L) und eine Kurve C' C Po(LL) mit Gleichung in Normalform, so da§ C* = C’
ist. Gekennzeichnet ist so eine Normalform hauptséchlich dadurch, dal eventuell vorhandene Sin-
gularititen in die Ecken des Einheitsdreiecks A hineinfallen, also insbesondere in Py (K) C Pa(L)
liegen. Weiter sind die Tangenten an die Singularitdten dann Kanten von A. Singularitdten und
Singularititentangenten von C* = C’ miissen nicht a priori K-rational sein, es kann eine Singu-
laritdt von C% z.B. in P2(L)\P2(K) liegen. Bis auf einen Sonderfall in Charakteristik 3 konnten
wir aber tatséichlich die Existenz (iiber K) derselben Kurventypen samt Gruppen nachweisen und
durch dieselben Normalformen charakterisieren. Bei nicht perfekten Korpern kann im Falle der
Translationskurven eine Singularitét ,, verschluckt* werden, d.h. iiber K ist die entsprechende Kur-
ve eventuell singularitdtenfrei. Die Normalformen der zugehorigen Gleichungen behalten aber ihre
algebraische Struktur.

Der erwihnte Sonderfall fiir nicht perfekte Kérper der Charakteristik 3 kann nur fiir KV-Kurven
auftreten. Hier ist es uns nicht gelungen, die Existenz oder Nichtexistenz von (iiber K) singula-
ritdtenfreien Beispielen mit unendlich vielen K-rationalen Punkten nachzuweisen. Hierfiir miifite
man zusétzliche Informationen iiber den Koérper haben. Fiir die Losung des geometrischen Pro-
blems des ersten Teils der Arbeit ist die vollstdndige Kenntnis von KV-Kurven in Charakteristik
3 aber auch nicht notig.

Kehren wir zuriick zu der Frage, ob in ultrametrischen Ebenen homogene Tillmann-Ovale existie-
ren, die keine Kegelschnitte sind. Ubertriigt man die Definition des T-Ovals auf P, (R), so folgt mit
unseren Ergebnissen iiber Kurven, dafl jedes homogene reelle T-Oval ein Kegelschnitt sein muf.
Fiir die ultrametrischen Ebenen, deren Topologie total unzusammenhéingend ist, ist diese Aussage
im Allgemeinen falsch, genauer, ihre Richtigkeit hingt ab vom vorliegenden lokalen Koérper. Je-
der solche Korper K besitzt einen sogenannten Restklassenkorper F, dieser ist endlich. Die Ebene
P2 (K) gestattet einen Homomorphismus 7 auf die endliche Ebene Py (F) und die moglichen endli-
chen Bilder O™ von Ovalen O in P3(K) wurden von Tillmann in [16] charakterisiert. Ist ein Oval in
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P2 (K) ein homogenes T-Oval und kein Kegelschnitt, so besteht es, wie bereits erwéihnt, aus endlich
vielen Bogen B;. Jeder Bogen entstammt einer algebraischen Kurve C; und alle Kurven C; sind
zueinander projektiv dquivalent. Auflerdem ist die Kollineationsgruppe jeder dieser Kurven eine
unendliche Gruppe.

Nun kann man annehmen, dal etwa C; ein Kegelschnitt, eine verallgemeinerte Parabel, eine
Translations- oder eine KV-Kurve ist. Mit Hilfe der Tillmannschen Charakterisierung der Bil-
der von Ovalen und zahlreichen gruppentheoretischen Uberlegungen kann man nun die obigen
Kurventypen nacheinander durchdiskutieren. Zentral dabei ist die explizite Kenntnis der mogli-
chen Kollineationsgruppen der vorliegenden Kurven. Diese Gruppen operieren nédmlich meinstens
nicht nur auf den Kurven bzw. Ovalen in P3(K), sondern auch auf der Bildebene Py(F) und den
Bildovalen O7.

Es ist viel Kleinarbeit notig, die in der arithmetischen Struktur des vorliegenden lokalen Koérpers
begriindet ist, etwa endlicher Charakteristik oder nicht, Losbarkeit der Gleichung 2 = —1 oder
aber die Existenz gewisser Einheitswurzeln. Die einzelnen Ergebnisse sind im Satz 4 auf Seite 32
zusammengefaflt.

Fiir lokale Kérper K mit Restklassenkorper F = GF(3) konnten wir mehrere Beispiele von homo-
genen T-Ovalen finden, z.B. ein Oval, das aus zwei Bégen von verallgemeinerten Parabeln vom
Grad 5 besteht (vgl. Hilfssatz 10).

Falls 4||IF| — 1 gilt, d.h. falls —1 Quadratzahl in K ist, gibt es T-Ovale mit transitiver Gruppe,
die aus Stiicken von Kegelschnitten zusammengesetzt sind. Dasselbe gilt fiir lokale Korper K mit
charK = 0, welche gewisse primitive p-te Einheitswurzeln besitzen. Das miissen dann nichttriviale
endliche Erweiterungen der p-adischen Zahlen @, sein.

Fiir alle anderen lokalen Kérper mit Restklassenkorper der Charakteristik # 2 und # 3 haben wir
auch die Nichtexistenz von homogenen T-Ovalen, die keine Kegelschnitte sind, nachgewiesen. Fiir
den Fall charK =charF = 3 und F # GF(3) bleibt die Frage offen.

Insgesamt weicht die Klasse der topologischen Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe in ul-
trametrischen Ebenen von den Kegelschnitten ab. Ist die Charakteristik des Restklassenkorpers
von 3 verschieden, so handelt es sich bei homogenen T-Ovalen um Ovale, die aus endlich vielen
Bogen von Kegelschnitten zusammengesetzt sind. Andere algebraische Kurven kénnen in diesem
Fall nicht beteiligt sein.

Abschlieflend mochte ich Herrn Prof. Dr. Peter Plaumann, der diese Dissertation betreute, fiir
seine Unterstiitzung und fiir viele wertvolle Anregungen in jeder Phase der Entstehung der Arbeit
danken.

Mein weiterer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Karl Strambach fiir die Anregung zum Thema sowie zahl-
reiche fruchtbare Diskussionen. Bei Herrn Prof. Dr. Wolf Barth méchte ich mir fiir die Ubernahme
des Zweitgutachtens bedanken.
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Kapitel 1

Tillmann-Ovale

1.1 Lokale Korper

In diesem einfithrenden Kapitel stellen wir die fiir unsere geometrischen Betrachtungen relevanten
Aussagen iiber diskret ultrametrisch bewertete Korper zusammen. Man vergleiche z.B. [9], [11]
oder [13].

Die meisten der folgenden Aussagen gelten fiir alle Primzahlen p, auch fiir p = 2. Da in ultrametri-
schen Ebenen iiber Korpern, deren Restklassenkorper die Charakteristik p = 2 hat, die Geometrie
der Ovale erheblich abweicht von der Situation fiir p # 2 und hier nicht von Interesse ist, wird
p = 2 grundsitzlich ausgeschlossen: ES SEI IM FOLGENDEN p IMMER EINE VON 2 VER-
SCHIEDENE PRIMZAHL.

DEFINITION 1 Es sei K ein Kérper und | |, : K — R eine Abbildung mit den folgenden
Eigenschaften:

(1) |zl =0

(2) |#], =0 < 2=0

(3) |2yl = I2|ulylu

(4) |z + ylu < max{|x|y, |y|lu} (ultrametrische Ungleichung)

fir alle z,y € K.

Dann heifit das Paar (K, | |,) ultrametrisch bewerteter Korper.

Die Menge A := {z € K: |z|, < 1} heiflt Bewertungsring von K. Faktorisiert man den Ring A
nach seinem maximalen Ideal M := {z € K : |z|, < 1}, so erhélt man den Restklassenkorper
F := A/M, vermittelt durch den kanonischen Homomorphismus 7:

A — F
T
r +— x7
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Ist F endlich, so ist die durch die ultrametrische Bewertung auf K gegebene Topologie lokal-
kompakt, die Wertegruppe {|z|, : x € K} ist diskret. In diesem Fall sagt man auch, K ist
diskret ultrametrisch bewertet. Ist zusétzlich K als metrischer Raum vollstdndig, so heiit K ein
lokaler Korper.

Hat ein lokaler Kérper K die Charakteristik 0, so ist K = @@, oder aber K eine endliche algebraische
Erweiterung des Korpers der p-adischen Zahlen. Solche Kérper nennt man p-adische Korper. Hat
ein lokaler Korper K endliche Charakteristik p, so ist K der Korper der Laurentreihen iiber einem
endlichen Korper der Charakteristik p (vgl. [9], Th. 9.16, S. 577).

Unabhéngig von der Charakteristik existiert ein ¢ € A, so dafl das von t erzeugte Ideal gleich
(t) = M ist. Jedes z € K hat dann eine Darstellung z = Y ;o a;t', n € Z,a, # 0,a; € Rx. Dabei
ist Rk ein vollstdndiges Reprisentantensystem der Restklassen von M in A. Fiir charK = p,
also K = GF(p")((t)), wihlt man normalerweise Rxg = GF(p"), fir K = Q, ist es gingig,
Rx ={0,...,p— 1} zu setzen und natiirlich ¢t = p.

Wenn nun E := {z € K: |z|, = 1} die Menge der Einheiten in A ist, hat jedes z € K, = K\{0}
eine eindeutige Darstellung x = t"e fiir ein n € Z und ein e € E. Fiir £ = t"e definiere die
Ordnung o(x) von x durch o(z) := n, fiir z = 0 sei o(x) = co. Es existiert dann eine reelle Zahl
X > 1, so daB fiir alle z € K gilt:

1
ol = %o
Fiir die Ordnungsfunktion gilt insbesondere:
(1) ofzy) = ofz)+o(y)

2)  ol+y) = min{o(z),o(y)}
(3) o(x) #oly) = olr+y)=min{o(z),o(y)}

Aus dem Zusammenhang wird immer klar sein, wann o(z) die Ordnung eines Elements im obigen
Sinne ist und wann die gruppentheoretische Ordnung gemeint ist.

DEFINITION 2 Es sei K ein lokaler Kérper und A eine nichtleere Teilmenge von K. Dann heifit
A primitiv, wenn A NE # () ist und wenn A im Bewertungsring A von K enthalten ist.

Nun konnen wir das Lemma von Hensel formulieren:

SATZ 1 (Lemma von Hensel) Es sei K ein lokaler Kérper mit Bewertungsring A und Rest-
klassenkorper F der Charakteristik p. Weiter sei f ein Polynom in Klz], gegeben durch f(x) =
S paixt, n €N, und {ao, ...,a,} sei primitiv. Dann ist f(z)™ = >_;_ afz’ € Flz] vom Null-

K3
polynom verschieden und es gilt:

Wenn ™ eine einfache Nullstelle x, € F hat, hat f genau eine Nullstelle xg € A mit «§ = x(,. Es
ist dann xq eine einfache Nullstelle von f.

Bei den geometrischen Fragen, die spater bearbeitet werden, spielen — insbesondere fiir endliche
Erweiterungen von Q, — die Einheitswurzeln von K eine Rolle. Mit dem Lemma von Hensel kann
man beweisen, dafl ein lokaler Korper K, der den Restklassenkérper GF(q) = GF(p") fiir eine
Primzahl p und eine natiirliche Zahl r hat, alle (¢ — 1)-ten Einheitwurzeln besitzt. Ist charK = p
oder K = Q,, mit Restklassenkorper IF, so gilt fiir die Menge Ey der Einheitswurzeln in K:

E, = T,
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Fiir einen beliebigen lokalen Korper K sei E; die Menge der Einseinheiten,
Ey:={z€E: 2"=1}=1+M.

Falls Eg @ F, ist, ist EgNE; = {1}. Etwas komplizierter ist es, wenn K ein echter Oberkérper von
Q, ist. In diesem Fall unterscheiden wir o : K — Z, die Ordnungsfunktion auf K und o, : Q, — Z,
die Ordnungsfunktion auf Q,. AuBlerdem, wenn A, M, E etc. der Bewertungsring, das maximale
Ideal, die Einheitengruppe etc. von K sind, schreiben wir A, M,,E, etc. fiir die entsprechenden
Objekte bezogen auf Q,,. Fiir [K: Q,] gilt dann:

K:Qp) = wv-r, w,reN
F = GF(@p")
F, = GF(p), r=[F:TF,]
o(p) UK
VeeQ, CK: o(z) = wvk-op(z)

Die Zahlen r und vk heiflen Restklassengrad und Verzweigungsindex. Fiir die Menge Ey der Ein-

heitswurzeln solcher p-adischer Korper gilt:
EO = (EO ﬂ]El) X F*

Dabei ist sowohl Eq als auch Ey N E; zyklisch. Die multiplikative (gruppentheoretische) Ordnung
eines jeden Elements der Menge (Eg NE;)\{1} ist eine p-Potenz. Genaueres liefert der folgende
Hilfssatz:

HILFSSATZ 2 (Einheitswurzeln von p-Potenzordnung in lokalen Korpern) Es sei p # 2 eine
Primzahl und K ein p-adischer Korper mit [K: Qp] = vk - r. Dann gilt:

(D) (EoNE)\{1} #0 = (p— 1ok

(II) Es sei j = p”%l € N und p = t"e, fir ein e, € E. Genau dann, wenn das Polynom

f(z) == 2P~ + ey € Flz] eine Nullstelle in F hat, evistiert ein e € E, so daff 1+ tie eine
primitive p-te Einheitswurzel ist.

Fiir jede p-te primitive Finheitswurzel 1 + € gilt dann: o(e) = j

(III) Es sei1+tie fir j € N und e € E eine primitive p-te Einheitswurzel in K. Dann gilt fiir alle
1 + €€ (Eo M El)\{l}
o(e) <j

Beweis:
(1) Wir beweisen (I) und (II).

(1a) Wenn es fiir eine natiirliche Zahl n > 2 eine primitive p"-te Einheitswurzel in K gibt, gibt
es in K auch eine primitive p-te Einheitswurzel 1 + € € K. Fiir € = t/e, j € N, e € E betrachte die
Gleichung

P
(1+te)P = ;:0 <i>tﬂ e =1.

Die Primzahl p sei gegeben durch p = t**e, fiir eine Einheit e, € E. Weiter existieren fiir ¢ €
{2,...,p—1} wegen o, ((?)) = 1—0,(i) = 1 (vgl. Bem. 3) Einheiten ¢; € E mit (?) = p-e; = t"*epe;.
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Damit hat man 4
(1+te)P =

& pie+ 07 te Eitiiel + tiPeP = 0

& ttvee, + P etiie el 4 tiPeP = 0.
Fiir i € {2,...,p — 1} setze e; := eye;e’ sowie s; = t%Tile; weiter s := t/TV¢ee,. Es gilt
o(si) > o(s1) Vi€ {2,...,p— 1}, denn fiir 4 > 2 ist natiirlich o(s;) = vk + ji > vk + j = o(s1).
Daraus folgt schliellich j + vg = jp und ee, + e? € M, falls (1 + ¢€)? = 1 ist. Notwendig fiir die
Losbarkeit der Gleichung (1 + t7e)? = 1 ist also j(p — 1) = vk € N, daraus folgt (I).

(1b) Zusiitzlich hinreichend fiir die Losbarkeit der Gleichung (1 + t/e)? = 1 ist nach Hensels
Lemma, daf8 das Polynom f™(x) = zP~! + ey, eine Nullstelle in F hat, denn es war

(1+te)r =1

& P (eep +eP 30 t”KJrji*jpep@iei) =0

& f(x) = wze, + 2P + P ttili-Ple gai e Al
hat die Nullstelle e € E

& flx)=aP e, + P 0 Ve gat ! € Alz]
hat die Nullstelle e € E.

Da die Menge der Koeffizienten von f primitiv ist und f(z)™ = zP~ ' +e7 ist, liefert Hensels Lemma
die Existenz einer Nullstelle e € E von f, wenn f™ eine Nullstelle in F hat. Denn wenn f™ eine
Nullstelle in I hat, ist sie von Null verschieden wegen e, € E und natiirlich einfach, da % fm#0
ist.

Wegen (1+t/e)’ = 1+itie+r;,r; € tYA fiiri € {2,...,p—1} ist jede primitive p-te Einheitswurzel
von der Form 1+ ¢, o(e) = j. Es folgt (II).
(2) Wir zeigen (III).

Es sei j = p”_Kl € N, weiter k,n € Nyn > 2,e € E und

(14 the)?" =1, (1+the)? £1fiirie{1,...,n—1}.

Wir miissen zeigen, dafl k£ < j ist. Also angenommen, k > j.

(2a) Es ist
pel pn .
(1+tk€)p :1 o pntke+ Z ( .)tkl€z+tkp ep :0
1
i=2
Wenn wie in (1) die Primzahl p gegeben ist durch p = t"%¢, fiir eine Einheit e,, so gilt fur
ie{l,....p" =1}
P _ om0, gn-0,()3, 5 ¢ B
i) €p €i, €; €

Denn es war o, ((pn)) = n—o,(1), also existiert ein €; € E mit (p;) = pn=org; = (t¥<e,)"or(E; =

%

t”K("’OP(i))eZ_O”(i)gi. Man hat dann, wenn man fiir ¢ € {2,...,p"™ — 1} die Einheit e; gleich e; :=
n—op(i) > .
ep e; setzt:

(1+the)P” =1

o thnJrke;Le + tk:p" 6p" + Zf’i;l th(nfop(i))Jrkieiei =0 (*)
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Es seien nun fiir i = 2,...,p" — 1 die Summanden s; := t*<("=0p()+kig.ci ypnd g, := t“K”Jrkege.
(2b) Es gilt: o(s;) > o(s1) Vie{2,...,p" — 1}
Essei I:={2,...,p" — 1}. Wir rechnen:

o(si) >o(s1) Viel

k(i — 1) — j(p— 1)op(i) > 0 Vi € T

k(i —1) — j(p — Dop(i) > 0 Vi € I mit pli,

da fiir p fi gilt: 0,(¢) =0, k(i —1) > 0 fir ¢ > 2

T ¢

& k(ap' —1) —j(p— 1)l >0 Vap' € I mit p fa,l >1

& k>j% Vap' € I mit p fa,l > 1 (x%)

(p—1)l
ap!—1

ap' € I mit p fa,l > 1. Da laut Annahme k > j ist, gilt demnach (x*), also auch o(s;) > o(s1)Vi €
{2,...,p" — 1}

ist fiir alle

Unter anderem mit der Bernoulliungleichung kann man nun zeigen, da§ j > j

(2¢c) Wegen (2b) ist dann fiir die Giiltigkeit von (%) erforderlich, da8 o(s;) = o(t*?"e?") gilt, also
vgn + k = kp™. Das ist dquivalent zu

jlp—n+k=kp".

Setze nun k = 6 4 j,0 € N. Wir rechnen:

jlp—=Un+k=kp" < jp=n+0+j5 = (0+j)p"
& jn(p—1) (0+7)(P" —1)
& jhp-1)-0@"-1] = 0p"-1)
& 0 = 6(p"—1)+j["—1)—nlp-1)

Es folgt dann wegen 6(p™ — 1) > 0 und j > 0:

P"—=1)—np-1)<0 & p"<l+n(p-1)
Da n > 2 ist, ist das ein Widerspruch zur Bernoulliungleichung. Also kann nicht k£ > j sein. ]
Fiir K = Q3(4,V3) ist z.B. (1 +te)® = 1, dabei ist t = /3, e = +1i — ¢,i% = —1.

Als néchstes betrachten wir die p-adische Ordnung von Binomialkoeffizienten.

BEMERKUNG 3 (1) In [13] wird auf Seite 70 gezeigt, daf bzgl. einer festen Primzahl p # 2
fiir natiirliche Zahlen n gilt:

Dabei ist s(n) die Koeffizientensumme von n in p-adischer Darstellung, genauer:

n=%" o ap’, keNo, a; €{0,...,p— 1}
k
s(n) = Zi:o a;
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(2) Es gilt fiir n,k,m € N, n > k:

(('Z)) _ s(k)+s(n—k)—s(n)

p—1

b) 0, () =m = 0,(k) Vk € {1,....p™ = 1)

o) pl(})Vke{l,...,n—1} & n=p™ fiireinm e N
d) n=ap”fireinaecNmitp fa = o, ((‘;”)) =0,

insbesondere:

(Op ((21;:”)) —0, ke{l,...,2pm71}) o kepm

Zuletzt werfen wir noch einen Blick auf die Quadratklassen lokaler Korper. Ist die Charakteristik
des Restklassenkorpers F gleich p # 2, so hat K, vier Quadratklassen und K, /K2 ist isomorph
zu Zs X Zs. Ein geeignetes Représentantensystem der Quadratklassen von K, ist z.B. {1, a,t,ta},
wenn a € A und a™ € F,\F? ist und ¢ wie iiblich ein Erzeuger des maximalen Ideals M von A.
Ist —1 keine Quadratzahl in K, so wird @ normiert zu a = —1. Mit Hensels Lemma folgt, dal —1
genau dann eine Quadratzahl in K, ist, wenn —1 eine Quadratzahl in F, ist. Dies wiederum ist
bekanntlich dquivalent zu 4|(|F| — 1).

1.2 Projektive und Ultrametrische Ebenen

1.2.1 Allgemeines

Ist K ein kommutativer Korper, so ist die projektive Ebene P5(K) eine Pappos-Ebene. Wir iden-
tifizieren P2(K) mit dem Quotientenraum K?3/K bzw. genauer, wir identifizieren Py (K) mit der
Menge der Punkte in P (K) und einen Punkt in P5(K) mit der Aquivalenzklasse K, v eines Vektors
v € K3\{(0,0,0)}. Ein von einem Vektor v = (w, z,y) € K3\{(0,0,0)} repriisentierter projektiver
Punkt wird dann mit (w : x : y) bezeichnet.

Fiir zwei nichtleere Teilmengen M, N CKsei (1: M : N)={(1:z:y) € Po(K): z € M,y € N}.
Analog definieren wir (M :1: N) und (M : N : 1).

Eine Gerade g in Py (K) fassen wir oft als die Menge der Punkte, die mit ¢ inzidieren, auf. Wenn ein
zweidimensionaler Unterraum U C K3 gegeben ist durch U = {(w,x,y) € K* : aw + bz + cy = 0},
so bezeichnen wir die von U repriisentierte projektive Gerade mit [a : b : ¢]. Fiir Betrachtun-
gen in der affinen Ebene Ax = K? wird in der vorliegenden Arbeit immer die Ableitung von
P2(K) nach der Geraden [1 : 0 : 0] gewéhlt, d.h. Ax = {(z,y) : z,y € K} wird idenzifiziert mit
{1:2z:y) € P2(K): z,y € K}. Dann ist [1 : 0 : 0] die unendlich ferne Gerade von Ak, es sei
deshalb [1:0: 0] = [o0].

Ist K ein topologischer Kérper, so tragen der Vektorraum K® und die affine Ebene Ax = K2 die
entsprechende Produkttopologie. Die Topologie von Py (K) ist dann die zu K3 /K gehorige kanoni-
sche Quotiententopologie. Das Schneiden von Geraden und das Verbinden von Punkten in Py (K)
ist in diesem Fall stetig.

Die volle Kollineationsgruppe von Ps(K) ist, wenn K nichttriviale Kérperautomorphismen gestat-
tet, grofer als die lineare Kollineationsgruppe PG L3(K) von Py (K). Im Rahmen dieser Arbeit wird
nur die lineare Kollineationsgruppe betrachtet. Identifiziert man die PGL3(K) mit GL3(K)/K,, so
existiert fiir jede Kollineation v € PGL3(K) ein Repriisentant A € GL3(K). Dabei entspricht die
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Wirkung von A auf (Spalten-)Vektoren der Wirkung von v auf Punkten, die durch diese Vektoren
reprisentiert werden. Fiir Spaltenvektoren w € K3\{(0,0,0)} mit w! = (a,b,c), die eine Gerade
[a 2 b: ] in Po(K) repriisentieren, ist [a : b : ¢]7 durch (A=!)'w gegeben. Wir sagen dann, A
induziert bzw. reprasentiert die Kollineation ~.

Fiir eine nichtleere Punktmenge M C P3(K) sei Gy < PGL3(K) der Stabilisator von M, also
Gy ={y € PGL3(K) : M” = M}. Man sagt dann auch, G, ist die Kollineationsgruppe von M.

Es sei nun K ein lokaler Kérper mit Restklassenkérper F = GF(q) und charF = p # 2.

Fiir jeden Punkt (w' : 2’ : y') € Pa(K) existiert eine primitive Menge {w,z,y} C A mit
(w:z:y) =@ :2':y). Dann ist (w : z : y)" := (W™ : 2™ : y™) ein Punkt in Py(F). Das-
selbe gilt natiirlich auch fiir Geraden [a' : b : ¢/] in P2(K): Es existiert eine primitive Menge
{a,b,c} mit [’ : b : ] =[a:b:c]. Dannist [a : b : ¢]" := [a™ : b" : ¢"] eine Gerade in Py(F).
Deshalb definiert die kanonische Restklassenabbildung 7 : A — F einen kanonischen Ebenenho-
momorphismus 7 : Pa(K) — Pa(F), d.h. eine Abbildung von P2(K) auf P2(F), die Punkte auf
Punkte sowie Geraden auf Geraden abbildet und die Inzidenz erhilt. Alle von 7 verschiedenen
Homomorphismen g : Po(K) — P2(F) kann man aus 7 und Kollineationen aus PGL3(K) bzw.

PGL3(F) zusammensetzen:

Jeder von 7 verschiedene Homomorphismus p : P2(K) — Pa(F) ist als Produkt ap o 7 o ag dar-
stellbar fiir ein ax € PGL3(K) und ein ap € PGL3(F) (vgl. [16]).

Die projektive Ebene P5(K) iiber einem lokalen Koérper K ist total unzusammenhingend und
kompakt. Jede Kollineation v € PGL3(K) ist stetig. In diesem Fall nennen wir P5(K) auch ei-
ne ultrametrische Ebene. Das Fehlen des Zusammenhangs ermdglicht die Existenz von Mengen,
die topologisch sowohl offen als auch abgeschlossen sind bzw. keine echten Rénder haben. Diese
Tatsache ist dafiir verantwortlich, dal Phidnomene auftreten koénnen, die es in kompakten zu-
sammenhéngenden projektiven Ebenen nicht gibt, wie etwa die Existenz von echten T-Ovalen mit
transitiver Kollineationsgruppe (siehe Satz 4, Seite 32, zur Definition von T-Ovalen siehe Seite 31).

Die Méglichkeiten, sich in ultrametrischen Ebenen geometrische Uberlegungen anhand von Bildern
zu veranschaulichen, sind im Vergleich zu Pa(R) sehr eingeschrinkt. Mit Hilfe des Homomorphis-
mus 7 : Pa(K) — Py(F) gelingt es, zumindest Teilaspekte der betrachteten geometrischen Objekte
visuell zugénglich zu machen.

Man kann zuerst die endliche affine Ebene Ar = F? durch ein Quadrat beschreiben, das aus ¢?
quadratischen Kisten besteht. Die Abbildung 1.1 zeigt ein Modell fiir die endliche affine Ebene
Ar = (GF(5))? fiir F = GF(5). Das Innere der Kiistchen entspricht dabei den affinen Punkten,
und in GF(5) ist z.B. der Punkt (3,4) gleich dem Punkt (—2,—1) geméB den Beziehungen 3 = —2
und 4 = —1 im endlichen Korper.

Das w-Urbild der Einbettung {(1: = : y) € P2(F) : (z,y) € F} = (1 : F : F) von Ay in Pa(F)
ist dann gleich (1: A : A) = {(1: 2 :y) € P2(K): x,y € 7 }(F)}. Das sind aus der Sicht von
Ax = {(z,y) € K2 : (1: 2 :y) € P2(K)} alle Punkte (z,y) € A? C K2, also alle Punkte, deren
ultrametrischer Abstand vom Ursprung (0,0) (bzw. projektiv (1 : 0 : 0)) kleiner oder gleich 1 ist,
denn es ist dieser Abstand gleich |(z, y)|, =max{|x|., |y|.}. Alle Punkte auflerhalb von (1: A : A)
werden durch 7 auf die unendlich ferne Gerade [0o] von Pa(F) abgebildet.

Der Homomorphismus 7 definiert auf P»(KK) eine Partition in g2 + ¢ + 1 paarweise disjunkte offen-
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(3,2) (4,2) (0,2) (1,2) (2,2) (=2,2) [ (-1,2) [(0,2) (1,2) (2,2)
(3,1) (4,1) (0,1) (1,1) (2,1) (=2,1) [ (—1,1) [(0,1) (1,1) (2,1)
(3,0) (4,0) (0,0) (1,0) (2,0) (=2,0) |(—1,0) |(0,0) (1,0) (2,0)
(3,4) (4,4) (0,4) (1,4) (2,4) (=2,-1) |(—=1,-1) | (0,—1) |(1,—-1) |(2,-1)
(3,3) (4,3) (0,3) (1,3) (2,3) (=2,-2) |(-1,—-2)| (0,—2) |(1,-2) |(2,—2)

Abbildung 1.1: Kastchenmodell der affinen Ebene (GF(5))?

abgeschlossene Mengen, nidmlich die 7-Urbilder der Punkte von Py (F).

Fiir geometrische Objekte in P3(K) kann man dann ihren Schnitt mit (1 : A : A) zeichnerisch
z.B. wie in Abbildung 1.2 fiir F = GF(3) veranschaulichen. Man beachte dabei, daf§ die Rénder
der Késten keine Punkte von P2(K) enthalten, da die Urbilder von Punkten aus Pa(F) offen-
abgeschlossene Mengen sind. In dieser Zeichnung sind ¢ und h irgendwelche Geraden in P2 (Qs)
mit g" =[0:0:1,h"=[1:1:0].

1.2.2 Ovale in projektiven Ebenen

Es sei O eine nichtleere Menge von Punkten in der projektiven Ebene, fiir die gilt:
(I) Jede Gerade trifft O in hochstens zwei Punkten.

(IT1) Zu jedem Punkt P € O gibt es genau eine Gerade T, die O nur im Punkt P trifft, die
sogenannte Tangente.

Dann heifit © Oval.

In Pappos-Ebenen sind die bekanntesten Vertreter von Ovalen die (nichtleeren, nichtentarteten)
Kegelschnitte. Betrachtet man Ovale in topologischen Ebenen, so interessiert man sich insbesondere
fiir abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale. Abgeschlossene Mengen werden dabei kanonisch
mit der Spurtopologie versehen.

Eine abgeschlossene Menge M von Punkten der projektiven Ebene heifit stetig differenzierbar im
Punkt P € M, wenn gilt:

Fiir alle Folgen von Punktepaaren® (Q;, R;)ieny mit Q; # R; Vi € Nund lim; .o, Q; = lim; .o, R; =
P existiert der Grenzwert g = lim;_,» ¢; der Verbindungsgeraden g; := Q; V R;.

Die Menge M ist stetig differenzierbar, wenn M in jedem ihrer Punkte stetig differenzierbar ist.
Ist ein abgeschlossenes Oval O stetig differenzierbar, so ist fiir eine Folge wie oben mit P € O die
Gerade g gleich der Tangente im Punkt P.

'n kompakten zusammenhingenden topologischen Ebenen kann man die stetige Differenzierbarkeit durch eine
schwichere Bedingung charakterisieren.
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\h 2

Abbildung 1.2: Zwei Geraden in P2(Qs) (links) und ihr w-Bild in P2(GF(3)) (rechts).

Ist eine topologische Ebene endlichdimensional, kompakt und zusammenhéngend, so ist jedes ab-
geschlossene Oval auch differenzierbar (vgl. [4]). Eine analoge Aussage fiir ultrametrische Ebenen
ist bisher nicht bekannt.

Fiir die komplexe projektive Ebene mit der kanonischen Topologie kann man beweisen, daf jedes
abgeschlossene Oval ein Kegelschnitt ist, d.h. die Nullstellenmenge eines irreduziblen homogenen
Polynoms F € Clw, z,y] vom Grad 2 (vgl. [3]). Fiir P2(R) gilt das natiirlich nicht.

Ist F = GF(q) ein endlicher Korper der Charakteristik p # 2, so besagt der Satz von Segre, daf} je-
des Oval in Po(F) ein Kegelschnitt ist (vgl. [14]). Jeder Kegelschnitt besteht dann aus g+1 Punkten.

Von nun an sei K ein lokaler Kérper mit Restklassenkorper F der Charakteristik # 2.

In ultrametrischen Ebenen sind bisher zwei Typen von abgeschlossenen, stetig differenzierbaren
Ovalen, die keine Kegelschnitte sind, bekannt. Einerseits algebraische Kurven héheren Grades, an-
dererseits Ovale, die aus Stiicken verschiedener algebraischer Kurven zusammengesetzt sind (vgl.
[16]).

BEISPIEL (vgl. Abbildung 1.3): Fiir K = Q3 seien K; := {(w: x : y) € P2(K) : w? — 22 —y? =0}
und Ko := {(w:z:y) € P2(K) : w? — 42? — y? = 0} zwei Kegelschnitte. Weiter seien
Bi:={PeK;: PPe{(1:0:1),(1:0:=1)}}, Bo:={Pe€Ky: PPe{(1:1:0),(1:-1:0)}}.
Dann ist O := By U By ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in Po(Q3).

Im Beispiel von Abbildung 1.3 ist O™ = {(w : z : y) € P2(F) : w? — 22 — y? = 0} ein Oval. Die

moglichen homomorphen Bilder von abgeschlossenen, stetig differenzierbaren Ovalen wurden von
Tillmann klassifiziert:
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B, O

Abbildung 1.3: Zusammengesetztes Oval in P2(Qs) (links) und sein w-Bild in Po(GF (3)) (rechts).

SATZ 3 (Tillmann [16]) Es sei K ein lokaler Kdrper mit Restklassenkirper F der Charakteristik
# 2 und O eine nichtleere abgeschlossene Menge von Punkten in Pa(K), die nicht in zwei Geraden
enthalten ist. Dann ist dquivalent:

(I) Die Menge O ist ein stetig differenzierbares Oval.
(II) Fiir jeden Homomorphismus p : Pa(K) — Po(F) gilt einer der folgenden Fille:

(a) OF ist ein Oval.
(b) OF besteht aus zwei Geraden.
(c) OF besteht aus zwei Geraden, ausgenommen deren Schnittpunkt.

(d) OF ist in einer Geraden enthalten.

BEMERKUNG und DEFINITION 4 (1) Stetig differenzierbare Ovale konnen keine isolier-
ten Punkte enthalten ([16], Bemerkung 16).

(2) Es sei das Oval O abgeschlossen und stetig differenzierbar und auch O7 sei ein Oval, also ein
Kegelschnitt. Weiter sei P ein Punkt auf O und 78 die Tangente durch P an O. Die Gerade TS,
sei die Tangente durch den Punkt P™ an den Kegelschnitt O™. Dann gilt:

. 19y = 1Y
e Fiir jede Gerade g in Py(K) mit P™ € g™, g™ # TS gilt:
lgn (P no| =1,

d.h. jede Gerade g, die die offen-abgeschlossene Menge (P”)’Fl trifft und nicht im Urbild
von Tf.?: liegt, trifft das Oval © innerhalb des Urbildes? von P™ genau einmal.

2Das Urbild des Bildes P™ eines Punktes P aus P2(K) ist in diesem Sinne nicht der Punkt P, sondern die Menge
aller Punkte in P2(K), die dasselbe Bild haben wie P.

28



(3) Wenn O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval ist und O™ = hUl bzw. O™ = hUI\hNI
fiir zwei Geraden h,[ in P2(F), so gilt fiir jeden Punkt P € O, dessen Bild P™ etwa auf h liegt und
der verschieden von h N1 ist:

e Das 7-Bild der Tangente TIQ durch P an O ist gleich der Geraden h.
e Fiir jede Gerade g in P2(K) mit P™ € g™, g™ # h gilt:
lgn (P no| =1,

d.h. jede Gerade, die (P’T)TF1 trifft und nicht im Urbild von h liegt, trifft das Oval O innerhalb
des Urbildes von P™ genau einmal.

(4) Die Bildpunkte P™ aus (2) und (3) nennen wir regulér. Dieser Begriff ist der Arbeit von Till-
mann [16] entnommen. Dort ist er aber sehr viel allgemeiner gefafit.

Ist O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in P(K) und O ein Oval, so ist jeder
Punkt ein reguldrer Punkt. Ist O™ = hU{ oder O™ = hUI\h N1 fiir zwei Geraden h,! in Py(F), so
ist jeder von h N1 verschiedene Punkt auf O™ ein regulidrer Punkt (vgl. [16], Bemerkung 14).

(5) Wenn O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval in Ps(K) ist, existiert ein Homomor-
phismus p : P2(K) — Pa(F), so daB O* ein Oval ist (vgl. [16], Hilfssatz 23).

Eine Konsequenz von (5) ist zum Beispiel, daf die Tangenten eines stetig differenzierbaren Ovals
sich nicht in drei oder weniger Punkten treffen kénnen:

Angenommen, doch. Es sei 7 = {Tp : P € O} die Menge aller Tangenten Tp durch Punkte P
von O. Betrachte nun die Menge SP := {TpNTp : P,P' € O, P # P’} aller Tangentenschnitt-
punkte. Laut Annahme ist |[SP| < 3, also etwa SP = {Q, R, S} fiir drei nicht notwendig paarweise
verschiedene Punkte @, R, S in P2(K). Nun wéhle man einen Homomorphismus p so, dal O ein
Oval ist. Fiir jeden Punkt P’ € (SP)* existiert nun ein Punkt P € SP mit P™ = P’. Die Anzahl
der Punkte in Po(F), die auf einer Tangente des Kegelschnittes O* liegen, ist gleich (qgl), denn
fiir Kegelschnitte besteht eine Bijektion zwischen den Sekanten und den #uferen® Punkten, ihren
Polen, einerseits, andererseits besteht eine Bijektion zwischen den Sekanten und den Tangenten-
paaren. Deshalb ist [(SP)#| = (“5') > 4 wegen ¢ # 2, also ist |SP| > 4. Widerspruch.

Die Untergruppe PGL3(A) der PGL3(K) wird induziert von folgender Menge von Matrizen:
GLg(A) = {A = (aij) S GLg(K) DG4 € A firi,j € {1,2,3}, det A € E}

Jede Kollineation v aus PGL3(K) hat einen sogenannten primitiven Représentanten A € M3(A).

Die Matrix A = (a;;) heifit dabei primitiv, wenn die Menge der a;; primitiv ist. Wenn A’ = (aj;)
ein nichtprimitiver Représentant ist, so ist fiir 4,5 € {1,2,3} jeder Eintrag a;j # 0 von der Form
i = t"ie; fiir ein ny; € Z und ein e;; € E. Es sei ny,j, = min{n;; : 4,5 € {1,2,3}}. Dann ist
A= t""oio - A" auch ein Reprisentant von v und die Menge {t~"iJo - t"va;; : 4,5 € {1,2,3}} ist
primitiv.

a

Uber die primitiven Reprisentanten von Kollineationen aus PG'L3(A) kann man einen kanonischen
Homomorphismus 7 : PGL3(A) — PGL3(F) definieren:

Es sei A = (a;;) € GL3(A). Dann ist die Matrix A" := ((a;;)™) wohldefiniert und es gilt sogar
A™ € GL3(F) wegen (det A)™ = det(A™) # 0. Wenn nun A € GL3(A) die Kollineation v €

3Ein #uBerer Punkt ist ein Punkt, der auf mindestens einer Tangente liegt.
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Abbildung 1.4: Zusammengesetztes Oval in P2(Qs) mit unendlicher Kollineationsgruppe.

PGL3(A) induziert, dann sei v™ € PG L3(F) die von A™ € GL3(FF) induzierte Kollineation. Hat eine
Kollineation v € PGL3(K) einen Reprisentanten A € GL3(A), so sagen wir, 4™ ist wohldefiniert.
Fiir Punkte P, @ in P2(K) und eine Kollineation v € PGL3(A) gilt dann:

° P'y"eﬂ' — pmoy

e PT — er & PToY — Qﬂ'o’y
Das heifit, Kollineationen aus PG L3(A) respektieren die durch 7 auf Po(K) definierte Partition der
Punktmenge von P3(K). Man kann zeigen, daff jede Kollineation aus PGL3(K)\PGL3(A) diese

Partition zerreif3t.

Wenn O ein stetig differenzierbares, abgeschlossenes Oval ist mit Kollineationsgruppe Go, so kann
man GoNPGL3(A) vergleichen mit Go~ := {y € PGL3(F) : (O™)Y = O™}.Ist z.B. GoNPGL3(A)
transitiv auf O, so ist auch (Go N PGL3(A))™ transitiv auf O™. In den Beweisen spiter gelingt es

meistens, die Ovale 0BdA. so zu wihlen, dal Go N PGL3(A) = G ist. Dann hat man (Gp)™ =:
G% < Gor. Insbesondere gilt:
(GoNPGL3(A))" < Gor

BEISPIEL (zusammengesetztes Oval mit unendlicher Kollineationsgruppe):

Fiir K = Q3 betrachten wir folgende Mengen (vgl. Abbildung 1.4):
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Ky = {(w:z:y) e Pa(K): wy=2a?}

Ky, = {(w:z:y)eP(K): wy=4a?}
Bl = KN (Pa(F\1:0:0)"

By, = K,Nn(1:0:0)7

O = B;UBy

Der Stabilisator Go von O wird induziert von allen Matrizen der Form
0
0
d2

1 0
0 d €GL;(K): d€E»,

0 0

d.h. GF, ist wohldefiniert. Es ist O™ = {(w: z : y) € P2(F) : wy = 2%}, affin also die Normalpara-
bel, und Go~ ist scharf dreifach transitiv auf O™. Die Gruppe G, ist eine echte Untergruppe von

Go~, ndmlich der Normalteiler der Buekenhoutgruppe, die von allen Involutionen mit Zentrum auf
[0:1:0] und Achse durch (0:1:0) erzeugt wird (vgl. Def. 8, Seite 74).

Dieses Beispiel belegt, daf} es in ultrametrischen Ebenen Ovale mit unendlicher Kollineationsgrup-
pe gibt, die weder Kegelschnitte sind noch gleich oder eine Teilmenge einer anderen algebraischen
Kurve. Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, dafl ein beliebiges Oval eine unendliche Kolli-
neationsgruppe hat. Nicht einmal von einer nichttrivialen endlichen Kollineationsgruppe kann man
ausgehen. Nebenbei, unser reelles Ei aus Abbildung 1.5 auf Seite 32, welches zur Hilfte aus einer
Ellipse und zur Hilfte aus einem Kreis besteht, hat Z5 als Kollineationsgruppe, denn es gestattet
eine Spiegelung an der waagrechten Achse.

Ist ein Oval O ein Kegelschnitt, so ist G scharf dreifach transitiv (vgl. Satz 17). Die Frage, der
wir uns nun im nichsten Kapitel zuwenden, ist die, ob es Ovale in Py (K) gibt, die zwar keine Ke-
gelschnitte sind, aber eine nicht nur unendliche, sondern auch auf O transitive Kollineationsgruppe
gestatten.

1.3 Tillmann-Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe

GENERALVORAUSSETZUNG: ES SEI IMMER K EIN LOKALER KORPER MIT REST-
KLASSENKORPER F = GF(q), ¢ EINE p-POTENZ UND p # 2.

Die in ultrametrischen Ebenen bekannten Beispiele abgeschlossener, stetig differenzierbarer Ovale
haben alle etwas mit algebraischen Kurven zu tun. Das motiviert die folgende Definition:

DEFINITION 5 (1) Es sei K ein lokaler Korper der Charakteristik # 2 und O C P3(K) ein
abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval. Wenn eine algebraische Kurve C' C P3(K) und eine
offene Menge U C P2(K) existieren, so daf

UNO=UNC#0

gilt, heift O Tillmann-Oval (bzgl. C) oder kurz T-Oval.
(2) Ein echtes T-Oval ist ein Oval, das kein Kegelschnitt ist.

(3) Es sei O ein T-Oval und C C P»(K) eine algebraische Kurve, die auf einer offenen Menge U C
P2(K) mit O iibereinstimmt, d.h. YN O =UNC # (. Dann sagen wir auch, da C' an O beteiligt
ist.
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Ellipse Kreis

Abbildung 1.5: Reelles T-Owval

Die Definition eines T-Ovals kann man problemlos auf andere topologische Ebenen, etwa Py (R),
iibertragen. Ist O ein T-Oval in P2(R), an dem zwei oder mehr Kurven beteiligt sind, so gibt
es wegen des Zusammenhangs von O immer sogenannte Klebepunkte, in denen die verschiedenen
Kurvenstiicke glatt ineinander iibergehen (vgl. Abb. 1.5). Diese Klebepunkte sind Fixpunkte von
O und da O nicht nur aus solchen Klebepunkten besteht, kann G nicht transitiv sein.

Ist O eine ovale algebraische Kurve in P3(R) mit transitiver Gruppe, so weifl man aufgrund der
Resultate von Teil 2 (Abschnitt 2.3.3, insbesondere Hilfssatz 35, in Verbindung mit Hilfssatz 24),
daBl O ein Kegelschnitt ist, denn verallgemeinerte Parabeln vom Grad > 3 besitzen Singularitéten.
Diese Singularititen sind Fixpunkte von Go.

Nicht jede reelle verallgemeinerte Parabel ist ein Oval, sondern nur diejenigen, deren affine Glei-
chung von der Form y = 2" ist fiir ein n € N, z.B. O = {(w :  : y) € Po(R) : w?y = 2*}. Hier
ist die Gruppe G nicht transitiv, aber immerhin unendlich.

Uber R ist also jedes T-Oval mit transitiver Gruppe ein Kegelschnitt, das heift, es gibt keine echten
Tillmann-Ovale mit transitiver Gruppe.

In ultrametrischen Ebenen folgt aus der Transitivitit der Kollineationsgruppe eines abgeschlosse-
nen, stetig differenzierbaren Ovals O im Allgemeinen nicht, dal O ein Kegelschnitt ist. Dies ist
das zentrale Ergebnis dieses Teils der Arbeit. Zu den im folgenden Satz auftretenden Kegelschnitt-
scharen siehe Definition 9 sowie Satz 22.

SATZ 4 FEs sei K ein lokaler Korper mit Restklassenkdrper F der Charakteristik p # 2.

(I) Fir charlF # 3 gilt:
Genau dann existiert ein echtes T-Oval O C Pa(K) mit transitiver Kollineationsgruppe Go <
PGL3(K), wenn einer der folgenden Fille zutrifft:

(a) 4|(|F| = 1), d.h. =1 ist Quadratzahl in K.
(b) Es existiert eine primitive p-te Finheitswurzel 1 + ¢ € K und es ist o(e) > 2.

Im Fall (a) sind die an O beteiligten Kurven Kegelschnitte einer Tangentenschar. Im Fall (b)
sind die an O beteiligten Kurven auch Kegelschnitte, und zwar aus einer Passantenschar.
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(II) Fiir charF = 3 und charK = 0 gilt:

Es existieren echte T-Ovale O mit transitiver Kollineationsgruppe. Die an O beteiligten Kur-
ven sind dann entweder Kegelschnitte einer Sekantenschar oder verallgemeinerte Parabeln
héheren Grades.

(III) Fiir charF = 3 = charK und F = GF(3) gilt:

Es existieren echte T-Ovale mit transitiver Kollineationsgruppe.

(IV) Fiir charF = 3 = charK und F # GF(3) gilt:

Wenn ein echtes T-Owal bzgl. einer algebraischen Kurve C mit transitiver Kollineationsgruppe
existiert, dann mufs C' eine KV-Kurve ohne Knoten sein, deren Singularitdt kein K-rationaler
Punkt ist (vgl. Hilfssatz 33).

Fiir charF = charK = 3 ist es uns nicht gelungen, die Frage nach der Existenz echter T-Ovale
mit transitiver Kollineationsgruppe vollstéindig zu 16sen. Der Grund dafiir ist, daf es in Po(K)
fiir Kérper mit charK = 3, die nicht perfekt sind, eventuell eine Klasse von Kurven — die sog.
KV-Kurven — gibt, die der Ovaleigenschaft geniigen. Das sind die Kurven aus Hilfssatz 33, Teil
(IIb).

Diesem Sonderfall scheint man mit unseren Methoden nicht beikommen zu kénnen. Es war weder
moglich, ein Beispiel einer solchen Kurve zu finden, die tatsichlich unendlich viele Punkte in Ps(K)
besitzt, noch konnte widerlegt werden, daf}, falls es solche Kurven gibt, sie keine Ovale sind. Gébe
es solche Kurven, die Ovale sind, hétten sie zwangsléufig eine transitive Gruppe.

Immerhin fiir F = GF(3) und charK = 3 gibt es dieselben Positivbeispiele wie in (II), aber auch
hier kann man die KV-Kurven nicht ausschliefen.

Der Rest des Kapitels besteht nun aus einer Reihe von Hilfssédtzen und Bemerkungen, die zusam-
men den Beweis des Satzes 4 bilden.

BEMERKUNG 6 (1) Ist O ein T-Oval, dafl auf der offenen Menge U C P(K) mit der algebrai-
schen Kurve C iibereinstimmt, so ist B :=U N O = U N C eine offene Menge in der Spurtopologie
von O.

Die Kurve C ist dabei die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F € K[w, z,y] vom Grad
n > 2 und F ist oBdA. irreduzibel iiber K.

Wenn namlich F' reduzibel ist, so gibt es nichtkonstante, homogene, iiber K irreduzible Polynome
F;,G; € Klw,z,y) mit F = [[I", F; H;nzll Gj, m,m’ € Ng, m+m’ > 2, so da8 gilt: Die Null-
stellenmenge von G ist leer oder enthélt nur endlich viele Punkte, die Nullstellenmenge von F;
enthiilt unendlich viele Punkte von Ps(K).

Da abgeschlossene, stetig differenzierbare Ovale keine isolierten Punkte besitzen (vgl. Bem. 4, S.
28),ist B=UNO =UNC in der Nullstellenmenge von HLGJ enthalten. Man kann also annehmen
m’ = 0 bzw. F = [[/~, F}, dabei sei C; die Nullstellenmenge von F; mit |C;| = co und C; abge-
schlossen in Py (K).

Nun wihle man einen Punkt P € B, der auf genau einer der Kurven, etwa Cj,, liegt, also keiner der
endlich vielen Schnittpunkte der beteiligten Kurven ist. Es existiert dann eine offene Umgebung
Up C U dieses Punktes, so daBB Up N O = Up NC;, ist. Das Oval stimmt also auf der offenen Menge
Up mit der iiber K irreduziblen Kurve C;, tiberein.

(2) Ist ein Oval O ein T-Oval, so ist O per Definition abgeschlossen und stetig differenzierbar.

(3) Ist ein Oval O ein echtes T-Oval, so mufl O nicht aus Stiicken verschiedener Kurven zusam-
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mengesetzt sein. Es kann auch O gleich einer oder eine Teilmenge einer algebraischen Kurve vom
Grad > 3 sein.

Der folgende Satz ist der erste Schritt zur Charakterisierung echter T-Ovale, an denen mehrere
Kurven beteiligt sind und die eine transitive Kollineationsgruppe haben. Zu den in diesem Satz
auftretenden Begriffen fiir imprimitive Gruppen siehe etwa [10].

HILFSSATZ 5 Es sei O ein T-Oval bzgl. der diber K irreduziblen algebraischen Kurve C7 C
P2(K). Wenn O nicht in Cy enthalten ist und der Stabilisator Go von O in der PGL3(K) tran-
sitiv auf O operiert, so gibt es eine natirliche Zahl m > 2 und paarweise verschiedene, projektiv
daquivalente Kurven Cy,...,Chy,, so daf gilt:

(I) Es existieren bzgl. der Spurtopologie T von O offen-abgeschlossene Mengen By, ..., B, mit

@?él%‘g oncC; Vie {lw..,nz}

(1) 0= Bi, BiNB; =0 firi,je{l,....,m}, i #j.

i=1

(II1) Go operiert imprimitiv auf O, die Blockstruktur ist gegeben durch By, ..., By,.

(IV) Go operiert transitiv auf der Menge {C4,...,Cy} und hat einen Normalteiler No von end-
lichem Index. Wenn Ge, < PGL3(K) der Stabilisator der Kurve C; fir i = 1,...,m ist,

qgilt:
m
No < ﬂ Gc,
i=1
Beweis:
(1) Wir zeigen zuerst die Existenz der Kurven Cfi,...,Cy, sowie die Existenz der 7p-offenen

nichtleeren Mengen B; C O N C; mit O = U:’;l B;.
Es sei U eine offene Menge in P2(K) mit § #U N O =U N Cy =: B. Wegen der Transitivitidt von
Go auf O gilt

o= J B,

v€Go

also ist {BY : v € G} eine bzgl. Ty offene Uberdeckung der kompakten Menge O. Deshalb
existiert eine endliche Teilitberdeckung von {B" : v € Go}, etwa O = Ule B fiir ein k € N.
Dabei sei 0BdA. ; # v, sowie B # B% fur i,j € {1,...,k}, i # j, auBerdem ~; = id.

Wegen B C C}" ist O C Ule C]" und da nach Voraussetzung O nicht in C; enthalten ist,
existiert ein m € N mit 2 < m < k, so daf} gilt:

{C':i=1,...,k} ={C1,...,Cn}, Ci,...,Cp, paarweise verschiedene
projektiv dquivalente Kurven

Firj=1,...,msetzenun [; :=={i € {1,...,k} : C7" =C;} und

B;:= | B
icl;

Jedes dieser B; ist To-offen und natiirlich gilt O = UJj~, B; sowie O C ]2, C;.

34



(2) Jetzt wird gezeigt: Fir alle ¢, j € {1,...,m} ist B; eine 7o -abgeschlossene Menge und B;NB; =
0 fiir @ # j.

Angenommen, es existieren zwei Zahlen ¢, j € {1,...,m} mit i # j und B;NB; # 0. Da B;NB; C
C;NCj ist und C; N C; nur endlich viele Punkte enthalten kann, ist auch B; N B; endlich. Sei nun

S € B; N Bj so ein Schnittpunkt. Aufgrund der Transitivitdt von Go auf O ist O = U’yEGo S
und es existiert eine unendliche Teilmenge M von G mit

B; = U S,
yeM
Das heifit, jeder Punkt P € B; liegt einerseits auf C;, andererseits auf C;' N C’; fiir ein v € M,
da fiir jeden Punkt P € B; ein v € M existiert mit P = S7 € (C; N Cy)" = Cf N CJ. Weil
C; und Cj verschieden sind, besteht die Menge {C;,C],C7} fiir alle v € M aus mindestens zwei
verschiedenen Kurven der Menge {C1,...,Cy,}. Es gibt also unendlich viele Punkte P € B;, die
auf mindestens zwei verschiedenen Kurven der Menge {C1,...,Cy,} liegen. Das kann nicht sein,
denn je zwei dieser Kurven koénnen nur endlich viele Punkte gemeinsam haben.

Wegen B; N B; = () gilt fur jedes i € {1,...,m}, dal B; To-abgeschlossen ist, da das Komplement
von B; in O gleich der Menge Uje{l,...,m}\{i} Bj ist, also eine Vereinigung offener Mengen.

(3) Fir alle j € {1,...,m} gilt:
(O N C;)\B;j ist endlich oder leer.

Wenn ein Punkt P € O auf Cj, aber nicht auf B; liegt, existiert ein ¢ € {1,...,m}\{j} mit
P € B, C C;. Dann ist P € C; N C;. Da |C; N Cj| immer endlich ist fiir ¢,j5 € {1,...,m}, ¢ # j,
folgt sofort, dafl (O N C;)\B; keine unendliche Menge ist.

(4) Wir zeigen, daB fiir alle v € Go gilt:

Es sei v € Gp mit B] N By # 0. Dann ist B] N By Tp-offen und nicht leer, enthilt also unendlich
viele Punkte. Wegen BY N By C C7 N C; ist dann auch [C] N Cy| = co. Wenn die algebraischen
Kurven C7 und C; unendlich viele Punkte gemeinsam haben, sind sie gleich, also liegt v im Sta-
bilisator G¢, der Kurve Cj.

Betrachte nun B]\B;. Einerseits ist diese Menge 7p-offen, denn B ist 7o-abgeschlossen, also das
Komplement von B; in O offen. Andererseits ist B]\B; in (O N C1)\B; enthalten und wegen (3)
endlich. Da nichtleere endliche Mengen nicht Zp-offen sind, ist B\ By = 0.

Analog zeigt man, da8 B¥71\31 = ( ist, also folgt fy(Bfl\Bl) = B;\B] = 0. Insgesamt haben
wir dann B; = B} und damit einen Block bzw. ein Imprimitivitéitsgebiet By, die Gruppe operiert
also imprimitiv auf O.

(5) Die durch die imprimitive Wirkung von Gy auf O induzierte Partition in Blocke ist gegeben
durch die Mengen Bj, ..., B,,.

Betrachte v € Go mit BY # By. Dann ist B] N By = 0, also BY C |J;", B;. Andererseits existiert
ein j € {2,...,m} mit C] = C;, d.h. B] C C;. Betrachtet man die 7p-offene Menge B} \Bj, so
ist diese wegen (3) endlich, also leer. Es ist demnach B in Bj; enthalten. Es gilt sogar B] = B;:
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Betrachte B;fl D B;. Die Kurve C; enthilt B;fl wegen 0;71 = (. Da die endliche Menge

(C1 N O)\B; eine Obermenge von B;_I\Bl ist und B;_I\Bl To-offen ist, mufl B]_l\Bl =0
gelten und deshalb B] = B;.

Da fiir jedes v € Go die Menge B] ebenfalls ein Block ist, haben wir eine Partition von O in
Blocke By, ..., B, gefunden. Da G transitiv auf O operiert, operiert Go auch transitiv auf der
Menge {Bi,...,Bmn}.

(6) Wir zeigen nun (IV).

Da jeder Block B; fiir i € {1,...,m} unendlich viele Punkte enthélt, operiert G nicht nur auf
{B1,...,Bn}, sondern auch auf {C1, ..., Cp,}, und zwar transitiv. Die Wirkung ist dabei natiirlich
gegeben wie folgt:

B} :=Bj <= 3P e B, mit PY € B; (y€Go)
C!:=C; < B] =B, (v € Go)

Da also G auf einer m-elementigen Menge operiert, existiert ein Homomorphismus ¢ : Go — X,
fiir eine auf {1,...m} transitive Untergruppe X,,, der symmetrischen Gruppe %,,. Es sei No der

Kern dieses Homomorphismus. Es ist klar, dafl [Go : No| < oo ist sowie Np fiir jedes i € {1,...,m}
im Stabilisator G, der algebraischen Kurve C; enthalten ist.
Also folgt No <G, Np < ﬂ:il Gcl.. O

Der letzte Satz besagt, dal T-Ovale mit transitiver Gruppe aus endlich vielen Stiicken B; projektiv
dquivalenter Kurven zusammengesetzt sind, diese Stiicke nennen wir auch Bogen. Die Gruppe Go
permutiert diese Bogen. Der Normalteiler Np von G fixiert alle Bogen extrinsisch, operiert aber
intrinsisch auf ihnen.

Da O unendlich viele Punkte und damit Ny unendlich viele Kollineationen enthélt, ist die wich-
tigste Konsequenz des eben bewiesenen Satzes, dafl, wenn O eine transitive Gruppe hat und auf
einer offenen Menge U mit der algebraischen Kurve C; iibereinstimmt, der Stabilisator G¢, von
Cy innerhalb der PGL3(K) eine unendliche Gruppe ist. Ist O nicht in C; enthalten, so ist O in
der Vereinigung endlich vieler algebraischer Kurven C4,...,C,, enthalten mit m > 2 und es gilt
fiir die Stabilisatoren G, der Kurven C;:

[ Ge
i=1

Im Teil 2 der Arbeit werden diese Kurven klassifiziert.

=0

HILFSSATZ 6 Es sei O ein T-Owval bzgl. der algebraischen Kurve Cy C Pao(K) und Cy sei die
Nullstellenmenge des iiber K irreduziblen homogenen Polynoms Fy € K[w,z,y] vom Grad n. Der
Stabilisator Go < PGL3(K) von O sei eine unendliche Gruppe. Dann liegt bis auf projektive
Aquivalenz einer der folgenden Fille vor:

(I) Cy ist ein nichtentarteter Kegelschnitt,

Fi(w,z,y) = wy — z* (vgl. Kapitel 2.1).

(II) Cy ist eine Translationskurve, die gleichzeitig eine VP-Kurve ist. Dann ist charK = p > 3
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sowre

Fi(w,z,y) = pr’ly RV ,upNypN, pY =n >3 fir ein N €N
und entweder A =1, p =0 oder \,u € K (vgl. Hilfssatz 36).

(III) C ist eine VP-Kurve, die keine Translationskurve ist,
Fi(w,z,y) =w" Fyk — 2", k< g, (n,k) =1, n>3 (vgl. Hilfssatz 35).
(I1V) Cy ist eine Translationskurve, die keine VP-Kurve ist, charK =p > 3 und
Fi(w,z,y) =wP ~'y+ pr P (az? +biy?), pN =n >3, N €N (vgl. Hilfssatz 34).
i=1
(V) Cy ist eine KV-Kurve, charK = p > 3 und (vgl. Hilfssatz 33)

N
i i i 1 i i
Fi(w,z,y) = Zprpr (a;x? +by? )+ ibinprhz z?' 2pN =n > 6 fir einn e N.
=0

(VI) Cj ist eine KV-Kurve wie im Fall (ITb) des Hilfssatzes 33. Dieser Fall kann nur fir charK = 3

auftreten.
Beweis:
Satz 17 sowie die Hilfssédtze 36, 35, 34 und 33 in Verbindung mit der Tatsache, daf} lokale Korper
von Primzahlcharakteristik nicht perfekt sind. O

Es werden jetzt nacheinander die verschiedenen Kurventypen durchdiskutiert. Wir befassen uns
zuerst mit den KV-Kurven, die iiber K eine Normalform wie im Fall (V) des letzten Hilfssatzes
besitzen.

HILFSSATZ 7 (Ovale und KV-Kurven) Es sei K = F((t)) ein ultrametrisch bewerteter Korper
mit Restklassenkorper F und charF = p > 3. Es sei C; die Nullstellenmenge des irreduziblen
Polynoms

N
i i i 1 i i
Fi(w,z,y) = E w?" P (a;z? +by? ) + §biw2pN_2p 22 2N =n>6 fir einneN
i=0

und G, der Stabilisator von Cy in der PGL3(K). Dann gilt:

Wenn ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval O ein T-Owal bzgl. Cy ist, operiert der
Stabilisator Go von O nicht transitiv auf O.

Beweis: Wir nehmen an, dafl das Oval O ein T-Oval bzgl. C ist und dal Go auf O transitiv
operiert.

(1) Man kann oBdA. ay = 0 annehmen, dann ist Go, =V x Z und V sowie Z werden induziert
von V', Z" € GL3(K) mit

1 0 O 1 0 0
V' = a 1 0]eGL3K): (1:a:b)eCy, Z' = 0 ¢ 0|eGLsK): ceK
b —a 1 0 0 ¢
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Dabei ist K eine endliche multiplikative Untergruppe von K, (vgl. Hilfssatz 28).

(2) Zunéchst wird gezeigt, dal O nicht in C; enthalten sein kann.

Angenommen, O C C;. Die Singularitdt S = (0 : 0 : 1) der Kurve C; kann dann kein Punkt
auf O sein, denn wegen Gp < G¢, wiirde S7 = S gelten fiir alle v € G, ein Widerspruch zur
Transitivitat von Go.

Fiir einen Punkt P € O betrachte nun die Gerade g := PV S. Man kann oBdA P = (1:0:0)

annehmen?.

Die Gerade g ist verschieden von der Tangente Tp durch P an O:
Wenn g = Tp ist, hat man

Vv €eGp: g7 ist Ovaltangente an P”.

Wegen der Transitivitit von Go auf O treffen sich dann alle Tangenten des Ovals im Punkt
(0:0:1), das ist ein Widerspruch (vgl. S. 29). Die Gerade g ist also Sekante bzgl. O. Dann gibt es
einen Punkt R # P mit R € gNO und wegen der Transitivitdt von G findet sich eine Kollineation
v € Go mit PY =R. Essei R=(1:0:y) fiir ein y € K,. Die Kollineation v wird représentiert
von einer Matrix A, gegeben durch

1 0 0
Ay=1a ¢ 0|,

also folgt b =y, a = 0 bzw.

1 0 O
A, =10 ¢ 0
y 0 c?

Es ist ¥2(P) = (1: 0 : y(1 + ¢?)) und wegen y # 0 ist ¢ = —1, denn fiir ¢ # —1 hiitte O drei
kollineare Punkte. Dann enthilt aber G die Involution 72, gegeben durch

1 0 0
2 _

A2=10 -1 0

0 0 1

Dies widerspricht der Irreduzibilitit von Cj, denn wenn Fy(w,z,y) = Fi(w,—z,y) ist, folgt
ap = ... = ay (vgl. Definition 15).

(3) Wegen (2) erfiillt O also die Voraussetzungen des Hilfssatzes 5. Fiir die natiirliche Zahl m > 2
seien C1,...,C), die algebraischen Kurven, aus deren Stiicken Bi, ..., B,, demnach das Oval zu-
sammengesetzt ist. Der Satz 28 in Verbindung mit Satz 33 besagt nun, daf fiir jedes i € {2,...,m}
die Kurve C; die Nullstellenmenge des Polynoms F; ist mit F; = c;w™ + Fy(w, z,y) fiir paarweise
verschiedene ¢y, ..., ¢, aus K. Auflerdem ist der Normalteiler Ny eine Untergruppe der Kollinea-
tionsgruppe V.

4Falls P = (1:a:b) # (1:0:0) ein Punkt auf O ist, betrachte statt @ und P das Oval O* und den Punkt

PH = (1:0:0) fiir eine von der Matrix
1 0 o\!
(a 1 0)
b —a 1

induzierte Kollineation p € V. Wegen pu € G, ist O C C1 und natiirlich auch Go < G¢;, .
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(4) Die Singularitéit S ist gemeinsame Singularitit der Kurven Cj,...,C,, und ist deshalb fest
unter Go. Es folgt S ¢ O. Es sei der Punkt P € By, oBdA. wieder P = (1:0:0) (vgl. (2)) und
g=PVS.

Wir zeigen nun, dafl g Tangente an O im Punkt P ist.

Angenommen, ¢ ist eine Sekante mit ¢ N O\{P} = R, R = (1 : 0 : y) fiir ein y € K,. Da
o(y) = p =charF > 3 ist fiir alle v € V, aber O keine drei kollinearen Punkte enthilt, existiert
ein v € Go\Np mit PY = R. Da G nicht nur die Singularitit S, sondern auch deren Tangente
Ts = [o0] festlassen muB, wird v induziert von einer Matrix A, mit

10 0
A, =10 u 0] eGLy(K).
Yy vow

Es mu8 (1:0:y(1+w))=+%(1:0:0) gleich (1:0 :0) sein, denn sonst hat O drei kollineare
Punkte, also folgt w = —1. Man iiberlegt sich weiter, dafl v im Normalisator von V enthalten
und deshalb u? = —1 ist. Man rechnet aus, daf einerseits 72 eine Involution ist, die den Punkt
(1:0:0), also By bzw. C; fixiert, andererseits aber v ¢ V gilt. Es folgt mit (1):

1 0 0 1 0 0
JeeKimit A2=[0 -1 0f|=|0 ¢ 0
0 vu—1) 1 0 0 c2
Somit ist v = 0,¢ = —1. Aber (vgl. (2)) das kann nicht sein, wenn C; als irreduzibel vorausgesetzt

wird. Also ist ¢ Tangente an O.

Weil Go transitiv auf O wirkt und den Punkt (0: 0 : 1) fixiert, inzidieren alle Tangenten g7 an O
mit diesem Punkt. Das kann nicht sein (vgl. S. 29). O

Der néichste Satz schliefit die Translationskurven als Kandidaten fiir T-Ovale mit transitiver Grup-
pe aus.

HILFSSATZ 8 (Ovale und Translationskurven) Es sei K = F((t)) ein ultrametrisch bewerteter
Korper mit Restklassenkorper F und charF = p > 3. Es sei Cy die Nullstellenmenge des irreduziblen
Polynoms

n
Fi(w,z,y) = w?" "ty + prprz(aixpz +byP), pN =n>3 fireimneN
i=1

und G, der Stabilisator von Cy in der PGL3(K). Die Kurve Cy sei keine VP-Kurve.

Wenn ein Oval O ein T-Owal bzgl. C1 ist, dann operiert der Stabilisator Go von O nicht transitiv
auf O.

Beweis: Wir nehmen an, dafl O ein T-Oval beziiglich C ist und eine auf O transitive Kollineati-
onsgruppe G hat.

Dem Hilfssatz 34 entnimmt man, dal Go, = V x Z ist, wobei V und Z induziert werden von
V', Z" C GL3

) mit

o O

(K
1 00
V' = r 1 0] eGLy(K): (1:r:5)eCy, Z' = €eGL;(K): A eK
s 01

o O =
o > O
>
bS]

39



Dabei ist K eine endliche multiplikative Untergruppe von K, und k eine von den Koeffizienten von
F} abhéngige natiirliche Zahl.

Wenn O ¢ (C ist, folgt aus den Hilfssétzen 31 und 34, dafl Npo < V ist. Da V nur Elationen enthélt,
deren Ordnung > 3 ist, ist Go NV = id und damit N trivial. Ein Widerspruch zu |[Nop| = oo
(vgl. Satz 5).

Demnach ist O in C enthalten, also Go < G¢,. Auch hier mul GoNV = id sein. Wegen |G| = oo
findet sich ein z € Z mit |[Go NVz| = co0. Es sei Go NVz = {v;z : i € I} fiir eine geeignete
Indexmenge I, weiter ig € I fest gewiihlt. Die Menge {v;z(v;y2)™1: i € I} = {vivizl c i€ I} ist
dann eine unendliche Teilmenge von Go NV, Widerspruch. (|

Nun betrachten wir VP-Kurven, die gleichzeitig Translationskurven sind.

HILFSSATZ 9 (Ovale und verallgemeinerte Parabeln, die gleichzeitig Translationskurven sind)
Es sei K =F((t)) ein ultrametrisch bewerteter Kéorper mit Restklassenkorper F und charF = p > 3.
Es sei Cy die Nullstellenmenge des irreduziblen Polynoms Fy € Klw, z,y] mit

N

N N N N
Fi(w,z,y) =wP 'y — NP — P yP

wobei N € N ist und entweder (A, p) = (1,0) oder A\, u &€ K. Dann gilt:

Es gibt keine offene Menge U C P2(K), so dafi C1 NU # O ist und Cy auf U mit einem abgeschlos-
senen, stetig differenzierbaren Oval O tbereinstimmt.

Beweis: Angenommen, es existiert eine offene Menge U C Po(K) mit U N Cy =U N O # P fiir ein
abgeschlossenes, stetig differenzierbares Oval O.

(1) Wir betrachten den Fall (X, ) = (1,0). Da G¢, abgesehen von der Singularitéit transitiv® auf
Cy operiert, kann man oBdA. annehmen, dal P = (1 : 0 : 0) ein Punkt auf O N ist. Es sei fiir
ein festes i € Z die Menge Up = (1 : t'A : t*A) eine Umgebung von P, die in I enthalten ist. Dann
gilt:

Up N O ={(1:ta: (ta)" ) ePsy(K): ach}

Das heiBt aber, die Punkte Py = (1: ¢ : ¢?" ) und P_; = (1: —t' : —t'?" ) zusammen mit P sind
drei kollineare Punkte auf @. Das kann natiirlich nicht sein.

(2) Fiir den Fall A\, p ¢ K kann man im Prinzip genauso wie in (1) argumentieren.

Dem Beweis des Hilfssatzes 36 entnimmt man, daf§ die Punkte auf C'; von der Form
Po:=(1:2(1-b)+ 2" b xpN) € P2(K)

sind fiir geeignete x aus dem algebraischen Abschlufl I von K. Dabei ist b ¢ K und es gilt:

_ 1 b
A=T5 0= "1

Man kann wieder oBdA. P = (1:0:0) € O NYU annehmen. Da O keine isolierten Punkte enthilt
(vgl. Bem. 4 (1)), findet sich beliebig nahe an P immer ein Punkt P, € O N C;. Es existiert nun
eine ganze Zahl i € Z, so daf die Menge Up = (1 : t'A : t*A) eine in U enthaltene Umgebung von
P ist. Fiir jedes P, € Up ist auch P_, ein Punkt in Up, also enthilt O die drei kollinearen Punkte
P, P,, P_,. Widerspruch. O

Bevor wir einen entsprechenden Hilfssatz fiir verallgemeinerte Parabeln formulieren, stellen wir
ein Beispiel eines T-Ovals mit transitiver Kollineationsgruppe vor, das kein Kegelschnitt ist. Man
vergleiche hierzu auch Abbildung 1.6.

5Das wird im Teil (3a) des Beweises von Hilfssatz 36 gezeigt.
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HILFSSATZ 10 Es sei K ein lokaler Korper, der den Restklassenkirper F = GF(3) hat.

Dann gibt es ein stetig differenzierbares T-Oval O C P2(K), das aus Stiicken von zwei verschiedenen
verallgemeinerten Parabeln zusammengesetzt ist und das eine regulire Kollineationsgruppe Go
besitzt.

Beweis:
Vorbemerkung: Um die Félle charK = 0 und charK = 3 simultan betrachten zu kénnen, verwenden
wir fiir charK = 3 die géngige Konvention, daf fiir natiirliche Zahlen n € N gilt:

n=1g+...+1g (n-mal)

Dieselbe Konvention verwenden wir auch fiir F.

(1) Wir betrachten die zwei Kurven C7 = {(w : z : y) € P2(K) : wly — 2% = 0} und
Co={(w:z:y) € Po(K): why + x5 = 0}. Weiter sei G die von G’ < GL3(K) mit
0
0 | €GLyK): z ek,

5

1 0
G' = 0 =z
0 0 «x

induzierte Untergruppe von G¢, (vgl. Hilfsséitze 30, 35). AuBerdem seien I und J die von den
Matrizen A; bzw. A; reprisentierten Kollineationen,

1 0 O 1 0 0
A[ = 0 1 0 € GLS(K)7 AJ = 0 -1 0 € GL3(K)
0 0 -1 0o 0 -1

Setze nun O := (1:1:1){&5) dann gilt:

1

@
OTA’

[Cl N ((1 1) UL -1 —1)#’1)} U [02 N ((1 1 -1)7
{1:1:1),(1:1:-1),(1:=1:1),(1:—-1:-1)}
{(w:z:y) € Po(F): w?+2%+y*> =0}

U(l:—1: 1)7”1)}

Da O™ N [oo] = 0 ist, gilt O™ C {(1: 2 :y) € Po(F): (x,y) € F?}. In der endlichen affinen Ebene
Ar = {(z,y) €F?: (1:x:y) € P2(F)} besteht O also aus den vier Punkten (1,1), (1, -1), (—1,1),
(—1,-1) (vgl. Abbildung 1.6).
(2) Die Gerade T :=[4: —5 : 1] ist Tangente an O:
DaT™NO™ = (1:1:1) € Py(F) ist, folgt

TNOC(1:1:1)" .
Also ist TNO = {(1:2:2°) € Po(K): z €Eq, 2° -5z +4=0}. Das Polynom z° — 5z + 4
zerfillt iiber K zu (23 + 222 + 3z + 4)(x — 1)%. Fiir x € E; ist 23 + 222 + 3z + 4 # 0, denn
(23 + 222 + 32 +4)" = 1. Deshalb ist TNO = (1:1:1) € P2(K).
(3) Jede Gerade g in P(K), die durch den Punkt (1 : 1 : 1) geht und nicht im #-Urbild der
Gerade [1 : 1: 1] = T™ C Py(F) liegt, schneidet O in (1 :1:1)"™ ! genau einmal, und zwar in
(1:1:1) € Po(K):
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(-1,1) (1,1)

v (=1,-1) (1,-1)

Cl \‘\“x‘\‘ C7

Abbildung 1.6: Das Oval O aus Hilfssatz 10.

Allgemein besteht das Geradenbiischel durch (1:1:1) € Po(K) aus [1: —1: 0] und allen Geraden
[-b—1:b:1], beK. Es gilt

1:-1:00nON(1:1:1)" = [1:-1: o]mc1 (1:1:1)7 "
={(1:z:2%) €Po(K): 2 €Ey, 1—2=0}
={(1:1: 1)}

Fir [-b—1:b:1] =gy ist gf #[1:1:1] genau dann, wenn b € K\E, ist. Es gilt

[b—1:b:1]NON(1:1:1)" =[-b—1:b:1NC N(1:1:1)7 "
= {(1:2:2°) e Po(K): z€Ey, 2°+bz— (1+b)=0}.
Essei f(x) = 25+br—(14+b) = (xt+2® +22+2+(14b))(x—1), weiter h(x) = st +a3+2%+x+(1+D).

Fiir b € K\A und z € E; ist h(z) € K\A, also h(z) # 0. Fiir b € E\E, ist b™ = —1, fiir « € E; ist
dann (h(z))™ = 1 und deshalb h(z) # 0.

Fiir b€ M und z € E; ist (h(z))" = —1 und damit auch hier h(z) # 0. Also gilt fiir alle b € K\E:
BNON1:1: 1) ={(1:1:1)} € Py(K)

(4) Jede mit (1:1:1) € Po(K) inzidierende Gerade g in P2(K), die verschieden von T ist und fiir
die g™ = T™ gilt, schneidet C7 in (1:1: 1)”71 genau zweimal, einmal davon in (1:1:1):
Es habe ¢ die Form g = [1+€: —2 —€: 1] fiir € # 3, € € M. Dann ist

gnoON@1:1:1)" "=gnCin(1:1:1)7 "
= {1:z:2%) €ePa(K): z€Ey, 2° —2(2+¢)+1+e=0}.
Setze f(x) = 25 —2(2+e)+1+e= (@*+2°+22+2—-1—¢€)(xr —1) € K[z] und h(z) =
2423+ +r—1—e € K[z]. Esist h(1) = 3—¢ # 0 wegen € # 3. Andererseits besagt das Lemma

von Hensel, daf h genau eine Nullstelle in E; hat, denn A™(1) = 0 und 1 ist einfache Nullstelle von
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h™ € F[z]. Also hat f genau zwei verschiedene Nullstellen aus E;. Somit gilt:
gnoN(:1:1)" | =2
(5) Die Menge O ist abgeschlossen und im Punkt (1 : 1 : 1) stetig differenzierbar:

Die Abgeschlossenheit von O liegt auf der Hand. Fiir die stetige Differenzierbarkeit betrachte zwei
Punktfolgen (P;);eny und (Q:)ien, gegeben durch P, = (1 : x; : 2?) und Q; = (1 : y; : y?) mit
lim; ,oox; = 1, limy o y; = 1 und x; # y; fir alle 4,7 € N mit ¢ # j. Man rechnet nach, daf3
der Grenzwert lim; o (P; V Q;) existiert und gleich 7' = [4 : —5 : 1] ist. Wir lassen die explizite
Rechnung hier weg, sie ist nicht schwer, aber lang.

(6) Da Go := (G, I,J) offensichtlich scharf einfach transitiv auf O operiert folgt nun aus (2) bis
(5), daB O ein abgeschlossenes, stetig differenzierbares T-Oval ist, das aus den Bégen By und Bs
zusammengesetzt ist. Dabei ist

B = Cin ((1 1:1)7 UL —1: —1)”‘1) c el
B, = Cn ((1 1:-1)" U(1:—1: 1)7*1) c G
sowie
No = (G, Ay), Go = (No, A), Go/No = Zs. O

In projektiven Ebenen iiber einem lokalen Korper K, dessen Restklassenkorper F verschieden von
GF(3) ist, gibt es keine Ovale, die ein T-Oval mit transitiver Gruppe bzgl. einer verallgemeinerten
Parabel vom Grad > 3 sind, wie der néchste Satz zeigt.

HILFSSATZ 11 (Ovale und verallgemeinerte Parabeln) Es sei K ein lokaler Korper mit Rest-
klassenkdrper F der Charakteristik p # 2.

Genau dann ezistiert eine irreduzible VP-Kurve C1 vom Grad > 3 und ein Oval O, das bzgl. C
ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe Geo ist, wenn der Fall F = GF(3) wvorliegt.

Beweis:
(1) DaB fir F = GF(3) ein T-Oval bzgl. Cy := {(w : z : y) € P2(K) : w'y —2° = 0} mit
transitiver Gruppe existiert, wurde durch das Beispiel im vorhergehenden Hilfssatz nachgewiesen.
Wir nehmen also ab jetzt an, dafi F # GF(3) ist und dafl ein Oval O und eine VP-Kurve Cy
in P2(K) existieren, so dal O ein T-Oval bzgl. C; ist mit transitiver Gruppe Go. Dabei sei C;
gegeben durch das Polynom Fy € K[w, z,y] mit

Fi(w,z,y) =w" Fy* —2" (nkeN, n>3, k< g, 99T (n, k) =1).

Wegen Hilfssatz 9 ist C keine Translationskurve.

(2) Uber dem algebraischen Abschluf L. von K hat die Nullstellenmenge C{ von F} eine Parame-
trisierung:

Cy={(1:2F:2") ePo(L): 2 €L}U{(0:0:1)}

Diese Parametrisierung besteht auch fiir die K-rationalen Punkte von C¢, denn wenn (1 : z* : ) €
Py (K) ist fiir € L, so gilt ¥, 2™ € K. Da k und n teilerfremd sind, existieren ganze Zahlen a und
b mit ak + bn = 1. Es folgt 2 = (2¥)%(2™)® € K, also:

Cr={(1:a":2") e Py(K): 2€K}U{(0:0:1)}
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Der Stabilisator G, der Kurve Cy wird induziert von G, mit

1 0 0
o, = 0 z¢F 0 | €eGL3(K): z €K, p <GL3(K) (vgl Hilfssiitze 30, 35).
0 0 am

Die Gruppe G¢, operiert transitiv auf C1\{(1 : 0 : 0),(0 : 0 : 1)}. Deshalb kann man oBdA.
annehmen, dafl der Punkt P = (1:1:1) ein Punkt auf O ist.

(3) Wir zeigen nun, dal ONA = () ist fiir das Einheitsdreieck A = {(w : z : y) € P2(K) : way = 0}
und da8 G eine Untergruppe des Stabilisators Ga des Einheitsdreiecks® ist.

Falls O C () ist, ist Go < G¢,. Da G¢, die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) fixiert und
CiyNA={(1:0:0),(0:0:1)} ist, kénnen diese beiden Punkte nicht auf O liegen, sonst wire
G nicht transitiv.

Falls O € C ist, existieren nach Satz 5 endlich viele paarweise verschiedene projektiv dquivalente
Kurven C1,...,Cyp,, so dal O C U;’;l C; ist und weiter gilt:

Vie{l,....m}3INeK: Ci=CQ\):={(w:z:y)€Py(K): w" Fy¥ =a"}

Wiren die Kurven Cjy, ..., C,, nicht von dieser Form, so wire der Normalteiler Ny eine endliche
Gruppe (vgl. Hilfssatz 30).

Es ist Nop < ﬂ:’il Ge, = Go, < Ga, aber auch Gp < Ga, denn fiir jedes A € K, hat die Kurve
C(A) die Singularitét (0 : 0 : 1) mit Tangente [1 : 0 : 0] sowie die Singularitét (1 : 0 : 0) mit
Tangente [0 : 0 : 1] (bzw. fiir £ = 1 den Wendepunkt (1 : 0 : 0) mit Tangente [0 : 0 : 1]). Deshalb
a8t Go die Ecken von A punktweise fest. Da der Punkt (1 : 1 : 1) auf O liegt und nicht auf A,
folgt aus der Transitivitit von Go, dafl O N A = () ist.

(4) Nun wird gezeigt, dafl G7, < PGL3(F) wohldefiniert ist und dal O™ N A™ = {) gilt.

Es werde v € Go von der Matrix A, mit
1 0 0
Ay =10 u 0| € GL3(K)
0 0 v

reprisentiert. Betrachte die Punktfolge (P;)jeny mit P; := PY = (1 : u' : v') fiir P =(1:1:1).
Diese Folge ist eine Folge in O und da O kompakt ist, muf} fiir jede konvergente Teilfolge (P;);cr
mit I C N, |I| = oo der Grenzwert ein Punkt auf O sein.

Falls |uly, # |v|o und maz{|u|y, [v|o} > 1 ist, konvergiert (P;);en gegen (0:1:0) bzw. (0:0: 1),
beides Punkte nicht auf O.

Falls |ul, # |v]y, und max{|u|y, |v],} < 1 ist, konvergiert (P;);en gegen (1:0:0) ¢ O.

Falls |ul, # |v]., und maz{|ul,, [v],} = 1 ist, sind beide Folgen (u?);eny und (v?);en beschriinkt. Fiir
|ul, = 1 und |v|, = € < 1 betrachte eine konvergente Teilfolge von (u%);cn, etwa (u');e; — u € E
fiir eine geeignete unendliche Indexmenge I C N. Die Punktfolge (P;);c; konvergiert dann gegen
(1:@:0) ¢ O. Analog erhélt man, wenn v € E ist und u € M, eine gegen (1 : 0 : U) konvergierende
Teilfolge von (P;);en, wobei eine entsprechende Teilfolge von (v?);cn gegen ¥ strebt.

Falls |ul, = |v|, # 1 ist, gibt es eine Teilfolge von (P;);en, die gegen einen Punkt der Form

SMit dem Stabilisator des Einheitsdreiecks ist hier die Gruppe gemeint, die die drei Ecken von A punktweise
festlaBt.
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(0:1:¢) €O fiir ein e € E oder gegen (1:0:0) ¢ O konvergiert.

Insgesamt ergibt sich also, daf} die Kollineationen v € O représentiert werden von Matrizen A, mit
u,v € E und deshalb ist G, wohldefiniert. Insbesondere folgt O™ N A™ = (), denn es ist einerseits
(1:1:1) € O™ und andererseits fixiert jede Kollineation aus G, das Dreieck A”. Also kann der
Orbit von (1 :1: 1) € Po(F) unter G, keinen Punkt aus A™ enthalten. Denn wenn G transitiv
auf O ist, ist auch G, transitiv auf O™ (vgl. S. 30).

(5) Das Oval O enthélt die Punkte (1:1:1),(1:1:—-1),(1:—=1:—=1) und (1:-1:1).
Betrachte die Geraden g =[1: —1:0] und h = [0 : —1 : 1] durch den Punkt P =(1:1:1) € O.
Da sich die Tangenten an O nicht in einem Punkt treffen kénnen (vgl. S. 29), ist sowohl g als auch
h eine Sekante an O. Es existieren demnach Punkte R=(1:1:y) € gund S = (w:1:1) € h mit
R,S € O, y,w € K\{0,1}. Dann existieren Kollineationen v € Gp und 6 € Go mit (1:1:1)7 =
R,(1:1:1)% =S, die induziert werden von A, As € GL3(K),

1 0 0 1
1 0, As = L
0y
Da(1:1:1) =(1:1:1)" = (1:1:1) sein muB (sonst hiitte @ drei kollineare Punkte), ist
y = w = —1. Da offensichtlich C'; nur zwei der drei Punkte P, R, S enthalten kann, folgt insbeson-
dere O € (.

Da Gp die Kleinsche Vierergruppe mit den Involutionen v, und ~¢§ enthélt, enthdlt O auch
(1:1:1)°=(1:-1:1).

- o o

0
(U
0 0

=

L

(6) Wir betrachten nun das Bild O™ des Ovals und zeigen, dafl F = GF(3) ist.

Wegen (5) und Satz 3 ist O™ entweder ein Oval in Py(F) oder aber gleich der Vereinigung zweier
Geraden (eventuell ohne Schnittpunkt) in Py(F). In einer Geraden kann O™ nicht enthalten sein,
denn wegen (5) enthilt O™ ein nichtentartetes Viereck. Wire O™ gleich der Vereinigung zweier
verschiedener Geraden g; und go in Po(F) (eventuell ohne Schnittpunkt), so géibe es einen Punkt
auf O™NA™, da |(g1Uga)NAT| > 2 ist. Das kann nicht sein, da in (4) gezeigt wurde, dal O"NA™ = ()
ist. Es folgt, dafl O™ ein Oval in P2 (F) ist, also existiert ein nichtentarteter Kegelschnitt K in P (F)
mit O™ = K. Es ist dann G, eine Untergruppe des Stabilisators Gx von K in der PGL3(F) und
jede Kollineation aus G7, fixiert die Ecken von A™ punktweise. Da keine dieser Ecken auf K liegt
wegen AT N O™ = (), entnimmt man der Tabelle auf Seite 76, daf die nichttrivialen Kollineationen
aus G, Involutionen sein miissen. Diejenigen Involutionen in PGL3(F), deren Zentrum eine der
Ecken von A™ ist und deren Achse die gegeniiberliegende Seite, werden représentiert von

10 0 1 0 0 1 0 0
01 0]],{o -1 o0of,{o -1 o C GL3(F).
00 -1 0 0 1 0 0 -1

Das Erzeugnis dieser Menge induziert eine Kleinsche Vierergruppe V' < PGL3(F). Da Gp die
Involutionen +y,d und v§ (vgl. (5)) enthilt, ist V < G, also insgesamt G, = V. Nun ist aber
|K|=|F|+1und K = (1:1:1)V, also |K| = 4. Deshalb folgt endlich F = GF(3). O

Nun betrachten wir die Kegelschnitte. Wenn an einem echten T-Oval O Kegelschnitte beteiligt
sind, dann sind mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte beteiligt. Alle beteiligten Kegelschnit-
te entstammen einer Kegelschnittschar K und der Normalteiler No des Stabilisators G von O
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ist eine Untergruppe der zu K gehorigen Buekenhoutgruppe (vgl. Satz 22). Da es fiir p # 2 in
lokalen Korpern vier Quadratklassen von K, gibt, in K also fiinf Quadratklassen, konnen wir uns
zuriickziehen auf die fiinf projektiven Aquivalenzklassen solcher Scharen (vgl. Satz 22 (IIT) sowie
in dessen Beweis Teil (4) auf Seite 92).

Fiir die Quadratzahl 0 € K2 ist K die Tangentenschar, deren Kegelschnitte eine affine Gleichung
der Form y = 22 + a fiir ein a € K haben.

Fiir die Quadratzahl 1 € K2 ist K die Sekantenschar, deren Kegelschnitte eine affine Gleichung der
Form y = ax? fiir ein a € K, haben.

Ist a ein Représentant der Nichtquadratzahlen in K, so ist KC die Passantenschar, deren Kegelschnit-
te eine affine Gleichung der Form y? = 12? + 1 fiir ein 7 € K, haben. Dabei ist darauf zu achten,
daB nicht fiir jedes r € K, diese Gleichung Losungen hat, sondern nur fiir r € (K? — 1K?)\{0}.
Aufgrund der Bemerkungen auf Seite 24 iiber die Quadratklassen in K ist also a € {a,t,ta} fiir
ein a € A mit a™ € F,\IF2. Ist a = a, so sagen wir, K ist eine Passantenschar vom Aquivalenztyp

o(a) = 0, andernfalls vom Aquivalenztyp o(a) = 1.

Zuerst diskutieren wir Sekantenscharen.

HILFSSATZ 12 (Ovale und Kegelschnitte einer Sekantenschar) Es sei K ein lokaler Korper mit
Restklassenkdrper F und charF # 2. Dann gilt:

Genau dann ezistiert ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens
zwei Kegelschitte einer Sekantenschar beteiligt sind, wenn F = GF(3) ist.

Beweis: Wir nehmen an, dafl O ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe Go ist, an
dem zwei oder mehr Kegelschnitte einer Sekantenschar beteiligt sind.

(1) Es sei A = {(w:x:y) € P2(K) : wry =0} das Einheitsdreieck, weiter Gas die von Ge <
GL3(K) mit

1 00
Tne = 0 b 0]: bcekK,
0 0 ¢
reprasentierte Kollineationsgruppe. Es sei S die von
0 0 1
=10 10
1 00

induzierte Involution. Mit Ga bezeichnen wir hier” Gae x (S) (bzw. G\ = G'\e x (S)).

Wenn O ein T-Oval bzgl. eines Kegelschnittes ist, konnen wir oBdA. annehmen, dafl dieser Kegel-
schnitt gleich dem Standardkegelschnitt K (1) = {(w:z:y) € P2(K): wy =2} ist und da O
auf einer Umgebung U C P2(K), die den Punkt (1 : 1 : 1) enthélt, mit K (1) tibereinstimmt. Es
sei nun K = {K(a): a € K,} mit K(a) = {(w:2:y) € Po(K) : wy =aa?} die Sekantenschar,
die alle an O beteiligten Kegelschnitte enthilt. Die zu K gehorige Buekenhoutgruppe G ist dann
gleich N x (S), wobei N durch N’ < GL3(K) gegeben ist (vgl. Satz 22 und dessen Beweis, Teil

(3b)):
1 0 O
N’ = 0 b 0]:bekK
0 0 b2

7An anderer Stelle ist Ga anders definiert.
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Es ist Go < Ga und, wenn man Gp N Gae = Gpe setzt, ist entweder Go = Goe oder Gp =
Goe % (J) fiir ein J € GaA\Gae und [Go : Gos] = 2. Wenn eine Kollineation v € GasS N Go
existiert, so hat sie einen Représentanten A, € GL3(K) mit

0 01
A,=| 0 =« 0] firein z € K, und ein o € {£1}.
oz 0 0

Wiire néimlich A, nicht von dieser Form, so wiren (1 : 1 : 1),(1 :1: 1) (1 :1: 1)7" drei

verschiedene kollineare Punkte auf O. Die von

O O =
o o O
o o o

induzierte Kollineation v = (b, c) bildet fiir jedes a € K, den Kegelschnitt K(a) auf K(a)” =
K (a-37) ab. Da einerseits K(a)" = K(a- ()") ist fiir i € Z, andererseits wegen Satz 5 nur endlich
viele Kegelschnitte an O beteiligt sind, folgt:

c
b2
(2) Wir zeigen, dal O die Punkte {(1:0:7) € P2(K): o,7 € {£1}} enthilt und dafl Gp die
Kleinsche Vierergruppe V' als Untergruppe hat, wobei V' repriisentiert wird von V' < GL3(K) mit

’y(b, C) ceGo = € Eqy

100
V' = 0 o 0]): o,7e{£l}
0 0 7

Essei g =(1:1:1)V E; fir die Ecken Eq, F5, E5 von A. Da wegen der Bemerkungen auf Seite
29 keine dieser drei Geraden eine Tangente an O sein kann, existieren Punkte Py, P, P3 auf O,
so daB gilt: P, = (wp : 1 :1),Py =(1:2p:1),P3 = (1:1:yy) und wo,zg,yo € Ki\{1}. Dann
gibt es wegen der Transitivitit von G Kollineationen 71,7v2,v3 € Go, so dafi (1 : 1: 1) = P,
ist fiir ¢ = 1,2,3. Eine kleine Rechnung ergibt wy = xg = yo = —1. Dabei wird benutzt, daf
(I:1: 1)71'2 = (1:1:1) ist, weil sonst O mit g; mindestens drei Schnittpunkte hat. Wenn A; der
Reprisentant von ~; ist, ist A; gegeben durch

1 0 0 0 0 1
Aveldn:==[0 -1 o |, [0 -1 0|=095%,

0 0 -1 -1 0 0

1 0 0 0 0 1
Ayedlb:=[0 -1 0],[0 -1 0] =157},

0 0 1 1 0 0

10 0 0 0 1
Aseldlb:=[0 1 o], [0 1 0]|=n9

00 -1 ~1.0 0

Das Erzeugnis der Kollineationen, die durch diese sechs Matrizen gegeben sind, ist gleich V' x (S).
Man kann nachrechnen, dal V < Go ist. Ist A; = IS’ fiir ein 7 € {1,2,3}, so ist V x (S) < Go
bzw. S € Go.

Insbesondere folgt, dafl der Kegelschnitt K (—1) an O beteiligt ist.

(3) Wir zeigen nun: (Gee)™ =: G, ist wohldefiniert.
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Angenommen, G%. ist nicht wohldefiniert. Dann gibt es eine Matrix A(b, ¢), die eine Kollineation
v =7(b,c) € Gps induziert, und fiir A(b, c) hat man

1 0 0
Alb,e)=|0 b 0|, b€ Eoder c¢E.
0 0 ¢

Fiir b,c € M betrachte die Punktfolge (P;);eny mit P; := (1 : 1 : 1)7i. Diese Folge konvergiert
gegen (1 :0:0) ¢ O, dh. v ¢ Go. Dieselbe Punktfolge konvergiert fiir |0, > 1, |bly > |c|u
gegen (0:1:0) ¢ O, fiir |c[, > 1, |c[u > [bl, gegen (0 :0:1) ¢ O. Fiir |b|, = [c[, > 1 oder
bl = 1 > |c|, oder |c|, = 1 > |b|,, betrachte die Folge (P;)jen, Pj:= (1:1:1)7 . Sie konvergiert
gegen (1 :0:0), (0:0:1)oder (0:1:0). Da keiner dieser drei Punkte auf O liegt, ist die
Annahme zum Widerspruch gefiihrt.

(4) Falls G, ein Element aus (V' x (S))™\V™ enthilt, folgt F = GF(3).

Angenommen, G, enthilt ein Element aus (V x (S))™\V ™.
(4a) Es ist dann oBdA. Go = G« x (v) fiir ein v € Gp, induziert von A, € GL3(K) und

0 0 1
AT € 0 o 0] €eGL3(F): o,7 € {£1}
T 0 0

Also ist G, wohldefiniert. Weil unabhéngig von ¢ und 7 gilt
Gop = (VT AT) = (V x (9))" = V7" % (57),

ist G, = GHe x (S7). Da G7, das Dreieck A™ festldBt und O™ die Punkte (1:41:+1)e Py(F)
enthilt, mufl gelten:

O"NAT =0
Dies impliziert, dafl O ein Oval ist. Wenn ndmlich O™ kein Oval ist, ist nach Satz 3 sonst O™ = gUh

bzw. O™ = g U h\g N h fiir zwei (verschiedene) Geraden g, h in P(F). Da aber |(gUh) N A™| > 2
ist, ist |O™ N A™| > 1, Widerspruch.

Es sei nun Q(O7) € GL3(F) die symmetrische Matrix, die den Kegelschnitt O™ représentiert. We-
gen V™ C G5 und S™ € G, ergibt der Ansatz (A71)!Q(O™)A~1 = Q(O7) fiir alle Reprisentanten
A € GL3(F) von V™ x (S™), daf
1 0 0
QO™ =0 d 0
0 0 1
ist fiir ein d € F,. Wegen O™ N A™ = () folgt weiter, dal —1 keine Quadratzahl ist in F (also ist —1

auch keine Quadratzahl in K) und dafl d Quadratzahl ist. Da O™ die Punkte (1: £1: £1) € P(F)
enthélt, folgt d = —2, also

O”Z{(w:x:y)epg(ﬂ?): w2—2x2+y2:0},

Dieser Fall kann nur eintreten, wenn ¢ # 1(mod 4) ist fiir F = GF(q) = GF(p") und wenn 2 ¢ F?
ist.
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Abbildung 1.7: T-Owval mit transitiver Kollineationsgruppe fir F = GF(3), zusammengesetzt aus
Stiicken zweier Kegelschnitte einer Sekantenschar.

(4b) Fiir F = GF(3) definiere

Bri= K0 (117 v -1 )7 ),

—1

By = K(—1)n ((1 117U -1 —1)#’1) .
Dann ist O := By U Bs ein echtes T-Oval mit transitiver (aber nicht regulirer) Kollineationsgruppe
(vgl. Abb. 1.7).

Esist O" = {(w:z:y) € Po(F): w?+a?+y?> =0} ={(1:0:7) € Po(F): 0,7 € {£1}}. Wei-
ter sei GG1 die von

0
0 | e GL3(K): z €k,

72

1 0
G| = 0 =z
0 0
induzierte Kollineationsgruppe sowie G := (G4, V). Man sieht sofort, daB (1 : 1 : 1)¢ = O ist,
also ist G < Gp und G operiert regulir auf O. Da S € G ist, ist G eine echte Untergruppe von
G, also operiert G nicht regular auf O. Um zu zeigen, dafi O ein Oval ist, geniigt es wegen der
Transitivitit von G, das Geradenbiischel durch (1:1 : 1) zu betrachten.
Esist T := [1 : =2 : 1] die Tangente durch (1 : 1 : 1) bzgl. K(1). Die Gerade T ist dann auch
Tangente an O, denn 77NO = (1:1: 1) und [TNON(1:1:1)" | = 1. Fiir alle anderen Geraden
g #[1:—2:1]in P2(K), die den Punkt (1:1: 1) enthalten, gilt |[¢g N O] = 2:

Falls g™ = T™ ist und g # T, schneidet g den Kegelschnitt K (1) innerhalb (1 : 1 : 1)”_1 genau
zweimal (vgl. Bem. 4(2)). Wegen ¢" N O™ = (1:1:1) gilt also |[ONg| =2.

Falls g™ mit (0: 0 : 1) inzidiert, schneidet g™ den Kegelschnitt O™ genau in den Punkten (1:1:1)
und (1:1: —1). Andererseits schneidet g den Kegelschnitt K(1) in (1:1:1)™ ' genau einmal, da
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g™ # T™ ist (vgl. Bem. 4 (2)). Da das Bild der Tangente durch (1:1: —1) € K(—1) bzgl. K(—1)
verschieden von g7 ist, schneidet g den Kegelschnitt K(—1) in (1:1: —1)”_1 auch genau einmal.
Also ist [gN O] = 2.

Falls ¢™ mit (0: 1:0) inzidiert, argumentiert man &dhnlich.

Falls g™ weder mit (0 : 1 : 0) noch mit (0 : 0 : 1) inzidiert und g™ # T7 ist, ist g7 =
[0: —1: 1] und |g N By] = 1. Da g™ verschieden ist von [—1 : 1 : 1] (das ist die Tangen-
te an O™ im Punkt (1:—1:-1)), gilt auch |g N By] = 1, also ergibt sich insgesamt wegen
gNOC(:1:1)" 'Ul:—1:=1)" ", daBlgnO|=2ist fir (1:1:1)€g, g£T.

Das Oval O ist stetig differenzierbar, denn jedes Paar von Punktfolgen (P;, Q;)ieny mit P; # Q;
fiir jedes i € Nsowie P, —» (1:1:1),0Q; — (1:1:1)ist oBdA.in (1:1: 1)”_1 enthalten und
gi := P,V Q; strebt gegen die Tangente durch (1:1:1) bzgl. K(1), da fiir Kegelschnitte in Py (K)
die differentialgeometrischen Tangenten mit den algebraischen Tangenten {ibereinstimmen.

(4c) Fir F # GF(3) wird jetzt ein Widerspruch hergeleitet.

Dafiir F € {GF(5), GF(7)} entweder —1 oder 2 Quadratzahl ist, enthélt O™ mindestens 10 Punkte.
Denn weil O™ nach (4a) ein Oval ist, gilt |O™| = |F| + 1. Da G}, < Go~ ist (Go~ ist der scharf
dreifach transitive Stabilisator des Kegelschnittes O™ in der PGL3(F), vgl. auch S. 30), und G7,
das Dreieck A™ festlafit, rechnen wir:

1 00\ /1 0 0\ /100 1 0 0
0 b 0 200 b o] = [0 —22 0| (bceF,)
00 ¢/ \o 1/ \o 0 ¢ 0 0
00 ¢\ /1 0\ /0 0 1 2 0 0
obo|lo —20]f[0bo0] = |0 —22 0| (bceF,)
100/ \o o 1/\co0o0 0o 0 1

Es folgt in beiden Féllen b,c¢ € {£1}, falls die angesetzten Matrizen Kollineationen aus G7, re-
prisentieren. Also ist GT, = (V x (S))™ und |(1: 1:1)90| = 4. Da G%, transitiv auf O™ operieren
muf}, wenn G transitiv auf O wirkt, ist das ein Widerspruch zu |O™| > 10.

(5) Nun wird der Fall, dafl G7, kein Element aus (V' x (S))™\V™ enthilt und da F # GF(3) ist,
zum Widerspruch gefiihrt.

Angenommen, G7, enthilt kein Element aus (V x (S))™\V™ und F # GF'(3).

(5a) Es ist G, wohldefiniert:

Angenommen, es existiert ein v € Go, so dafl ¥ nicht definiert ist. Wegen (3) ist dann v €
Go\Goe, es existiert also (vgl. (1)) ein 2 € K, \E und ein o € {£1}, so daf§

0 0 1
Ay = 0 =« O
ox? 0 0

die Kollineation ~ induziert. Ist |z|, > 1 (bzw. |z|, < 1), so enthédlt O den Punkt (1:1:1)7 =

= (1:2:02%), also O™ den Punkt (0:0: 1) (bzw. (1:0:0)). Wegen (1 : +1: +1) € O™ und
Satz 3 ist dann O =[1: —1:0]U[1:1:0] (bzw. O™ =[0: —1:1J U0 : 1 : 1]). Die Tangente
Tan Oin (1:1:1) ist gleich der Tangente an K (1) in (1:1:1), also T =[1: —2: 1]. Es muf
aber T7 eine der Geraden sein, aus denen O™ besteht, denn (1 : 1 : 1) ist nicht der Schnittpunkt
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der entsprechenden Geraden (vgl. Bem. 4 (3)). Widerspruch.
Also ist |z|, = 1 und deshalb G, wohldefiniert.

(5b) Analog wie in (4) erhilt man, dal O™ ein Kegelschnitt in Py (F) ist mit Matrix Q(O™),

b
QO™ =[0 ¢ 0

0 0 1
Ebenso hat man O"NA™ = (). Wie in (4¢) rechnet man nach, da8 fiir jede von einer Diagonalmatrix
D € GL3(F) induzierte Kollineation vp € PGL3(F) gilt:

vp € Gor = ~yp€eVT

Wenn also v € Gpe ist, ist v = vp € V™ fiir eine Diagonalmatrix D € GL3(F), denn es ist
G% < Gor. Das heifit, G = V™.

Ist Go = Gos, so folgt F = GF(3), denn |O7| = |(1:1: 1)%0| = |G%| = 4. Ein Widerspruch
zur Annahme. Ist Go # Gps, so existiert ein J € Gp\Gpe und fiir jedes solche J gilt Go =
Goe UGpeJ. Es werde J € Go\Gp» von

0

Ay = 0

2

1
0], zeK,, oge{£l}
or 0

o 8 O

induziert. Wegen (5a) ist « € E. Es sei 2™ = z € F,. Da laut Annahme G7, kein Element aus
(V % (S))™\V™ enthilt, ist z # +£1. Der Ansatz

0 0 o022\ /b 0 0 0 0 1 = 0 0
0z 0 0 ¢ 0 0 =z 0]=[0 £ o
10 0 001/ \ez2 00 0 0 1

zusammen mit der Bedingung (1:1:1) € O liefert 22 = b,c = —1 — b. Es ist also
O" D{(1:£1:£1),(1:+z: 2%}, 2 #+£1
und wegen V™ < G7, enthélt G, die Involution I(z), induziert von
0 0 1
I'z)=| 0 2z 0
220 0
Weil [Go : Goe] = 2 ist, ist auch [GF : G5.] = 2. Auflerdem hat man
5= (V7 I(2)), G5 =8,

Weil G7, transitiv auf O operiert, wenn G transitiv auf O wirkt, folgt |O™| = 8, also F = GF (7).
Der Kegelschnitt O™ ist dann die Nullstellenmenge der Gleichung z2w? — (1 + 22)2? + y? = 0. Die
Tangente T, an O™ im Punkt (1 : 1 : 1) ist gegeben durch T, = [22 : —(1 + 22) : 1]. Wegen
Bemerkung 4 muf} gelten 7, = [1: —2: 1]™, also 2% = 1, Widerspruch. O

HILFSSATZ 13 (Echtes T-Oval mit transitiver Gruppe, das aus Stiicken zweier Kegelschnitte
einer Tangentenschar besteht) Es sei K ein lokaler Kiorper der Charakteristik # 2 mit Restklas-
senkérper F = GF(p"), so daf8 4|(p" — 1). Es sei Ko = {(w:z:y) € Po(K): wy =22} und
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Abbildung 1.8: Zusammengesetztes Oval mit transitiver Kollineationsgruppe.

Ki={(w:z:y) € P2(K): wy=2a?+tew?} fir ein e € E und einen Erzeuger t des mazima-
len Ideals M des Bewertungsringes A von K.

Essei By =KoN{(l:x:y) € P(K): z,y €A} und By = KiN{(1l:z:y) € Po(K): z € A}.
Dann gilt:

Die Menge O := By U By ist ein echtes T-Oval mit einer (nicht reguliren) transitiven Kollineati-
onsgruppe Go.

Beweis: In der Abbildung 1.8 ist ist so ein Oval O gezeichnet.

(1) Es sei Mo die von folgender Menge M/, C GL3(K) induzierte Kollineationsgruppe:

0 O
M, = c 1 0 ceA
2 2 1



Auflerdem sei J die von der Matrix

1 0 O
J' = 0 t 0
t7le 0 -1
induzierte Kollineation. Dabei ist i*> = —1. Es ist J? = I die Involution mit Achse [0 : 1 : 0] und

Zentrum (0 : 1:0), also J* = id.
Wir setzen nun G := (Mo, J). Es gilt (1:1:1)¢ = O:

(1:0:0¢ = (1:0:0)MeU(1:0:0)M7U(1:0:0)MluU(1:0:0)Mo7
= {1:c: ) ePy(K): ceAbU{(l:c:+1 ') e Pa(K): ce A},
(1:0:0)M0 = (1:0:0)MeT,
(1:0:0)Me7 = (1:0:0)Mo7,

Andererseits ist By = {(1:2:y) € Po(K): 2,y € A,y=2a?} ={(1:2:2?) € Po(K): 2 €A} =
(1:0:0)M0 sowie By ={(1:2:y) € Po(K): z€A,y=2a?+t"'e}

={(1:z:2?+t7le) e Po(K): z €A} =(1:0:0)M7 also (1:0:0)¢ = 0.

Wegen (1:0:0)Mo = (1:0:0)Mo! ist G nicht scharf einfach transitiv.

(2) Fiir jede Gerade g in P2(K) gilt [¢gN O] < 2:

Wenn auf einer Geraden g ein Punkt P von O liegt, kann man wegen der Transitivitit von G
oBdA. P =(1:0:0) annehmen. Da K ein Kegelschnitt ist, ist |¢g N Ko| € {1,2}. Ist g™ Tangente
an KJ in P™, soist ¢" =[0:0:1]. Dadann ¢" N BT =0 ist, ist [¢gN O] < 2. Ist ¢" = [0: —m : 1]
fiir ein m € F,, so ist g" N BT = {, also auch hier [¢gN O] <2.Ist g = [0: —m : 1] mit m € K\A,
so ist g™ = [0: 1 : 0]. Da offensichtlich |g N Bg| = 1 ist, miissen wir zeigen, da} |¢ N By| < 1 gilt.

gNBi={(1:z:2°+t7'e) € Po(K): 2° —mz+t 'e=0,z €A}

Es sei nun m = t7Je,, fiir ein j € N und ein e, € E. Betrachte das Polynom f(z) = 2% —

mx +tle = 22 — tJenz + t e € K[z]. Die Nullstellen von f stimmen mit den Nullstellen
von f(z) = t'x? — e, + t/"te € Alz] iiberein. Das Polynom f hat eine Nullstelle in A, denn
f™(x) = —ef x + (t"te)™ hat eine einfache Nullstelle in F (Lemma von Hensel, Seite 20). Wenn
r € A diese Nullstelle von f ist, zerfillt f iiber K zu f(z) = t/(z — r)(z — r’) fiir ein 7’ € K, also
f(x) =tI2? —x(t!(r +1")) + tIrr’. Fiir ' € A erhiilt man dann #/(r +r’) = e,,, ein Widerspruch.
Alsoist [gN Byl =1und [gNO| =2.

Ist g=[0:1:0],s0ist [gNO|=[{(1:0:0),(1:0:t"te)}| =2.

(3) Jeder Punkt P € O besitzt eine eindeutige Tangente Tp:

Es sei fir (1 : 2z : 2?) = P € ON Ky die Gerade Tp gleich der Tangente durch P bzgl. des
Kegelschnittes Ko, also Tp = [z : —2x : 1]. Analog sei fiir (1: 2 : 22 +t7le) = P € ON K; die
Gerade Tp gleich der Tangente durch P bzgl. des Kegelschnittes K1, also Tp = [2%2—t"te: —2z : 1].
Ist P € ON Ky, so kann man wegen der Transitivitit von Gp wieder P = (1 : 0 : 0) annehmen.
Esist dann Tp =[0:0:1]. DaTE N BT =0 ist und |Tp N Ko| =1, ist |[Tp N O] = 1. Wenn nun g
eine Gerade durch P ist mit g #[0:0: 1], soist [gN O] = 2:

Fiir g™ = [0 : 1 : 0] wurde in (2) gezeigt, da |¢g N O| = 2 ist. Fiir g™ #[0:1:0] ist gN By = 0.
Auferdem ist |gN (Bo\(1:0:0))| =1, denn einerseits ist |gN (Ko\(1:0:0))| =1 fiir jede Gerade
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g#[0:0:1] mit (1:0:0) € g, andererseits ist g N (Ko\(1:0:0)) € (1:A:A) fiir jede Gerade
g#[0:0:1]mit (1:0:0) € gund g™ #[0:1:0]. Also ist g N (Ko\(1:0:0)) C Bo.

Ist P€ ONKy, soist P=(1:x:2?+t Le) fiir ein x € A. Die Kollineation v € G, die von
A’Y € GLg(K) mit
1 0 0
A, = x i 0
22 +t7te 2z —1
induziert wird, trigt den Punkt (1 : 0 : 0) auf den Punkt P = (1 : o : 22 + t~le). Die Matrix
(A71)! bildet den Vektor (0,0,1) auf (—z* + ¢t~ 'e, 2z, —1) ab, also ist T&:o:o) =[0:0:1] =
[#2 —t7te: =2z : 1] bzw. Ta:o:o) = T1:0:0)7- Da K{ = K, ist und KéMO’I> = K, ist eigentlich
auch ohne diese explizite Rechnung klar, daf§ die Ky-Tangenten auf die K;-Tangenten abgebildet
werden, wenn K| = K ist. Also hat jeder Punkt P € O eine eindeutige Tangente, nimlich die
Tangente in P bzgl. des Kegelschnitts, auf dem der Punkt liegt.

(4) Das Oval O ist stetig differenzierbar, da Kegelschnitte stetig differenzierbar sind und da B;
und By bzgl. der Spurtopologie von K; bzw. K offene Mengen sind.
Zum Schlufl kann man noch nachrechnen, dafl G gleich G ist. O

HILFSSATZ 14 (Ovale und Kegelschnitte einer Tangentenschar) Es sei K ein lokaler Kiorper
und F der Restklassenkérper von K mit charF = p # 2. Dann gilt:

Genau dann existiert ein echtes T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens
zwei Kegelschnitte einer Tangentenschar beteiligt sind, wenn gilt:

4|(|F| - 1)
Beweis:

(1) Wir nehmen an, dafl O C P3(K) ein echtes T-Oval ist, dessen Kollineationsgruppe Go tran-
sitiv auf O operiert und an dem mindestens zwei Kegelschnitte einer Tangentenschar beteiligt sind.

(1a) Es sei K = {K(a): a € K} und K(a) = {(w:z:y) € P2(K) : wy = z? + aw?}. Man kann
oBdA. annehmen, daf§ K(0) an O beteiligt ist und daff (1: 0 : 0) ein Punkt auf K (0)NO ist. Es ist
dann Np < N, wobei N die zu K gehorige Buekenhoutgruppe ist (vgl. Satz 22 und dessen Beweis,
Teil (2)), induziert von N’ < GL3(K):

1 0 0 1 0 O
N' = ¢c 1 0] eGL3(K): ceK ><1< 0 -1 0 >
2 2 1 0 0 1

Die Gruppe Go, induziert von G, < GL3(K), ist dann eine Untergruppe der Kollineationsgruppe
G, die von G’ < GL3(K) induziert wird mit

1 0 0
G = x e 0| eGL3(K): e€Egy, z,y e K
y 2ex €2

Zu dieser Gruppe G’ gelangt man, wenn man fiir v € Go\No einen Reprisentanten A, ansetzt
unter Verwendung von (0:0:1)Y = (0:0: 1),[c0]” = [00]. Fiir alle z € K mufl dann ein y € K
existieren mit

z 0 1 y 0 1
A7H10 =2 0|A' =0 —2 0
1 0 0 1 0 0
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Anschliefend priift man, daB {K(1)" : i € Z} eine endliche Menge ist (vgl. Hilfssatz 5). Man
erhélt dann A, € G'.

(1b) Da (0:0: 1) Fixpunkt von G ist, kann keine Ovaltangente durch (0 : 0 : 1) gehen (vgl. Seite
29). Also ist [0 : 1 : 0] Sekante an O. Es existiert demnach ein z € K, mit (1:0: z) € O\K(0),
dazu findet sich dann eine Kollineation J € Go\Np mit (1: 0:0)7 = (1:0: 2), d.h. J wird

induziert von J' mit

1 0 0
J=10 e 0 fiir eine Einheitswurzel e € Eg.
z 0 €2

Esist (1:0:0)7 = (1:0:2(1+¢2)) und fiir €2 # —1 enthilt O drei kollineare Punkte, also muf
—1 Quadratzahl in K sein und

10 0
J'=(0 4 0 | miti®=-1.
z 0 -1
Es ist dann K(z) an O beteiligt. Auflerdem folgt, dal —1 Quadratzahl in F ist und deshalb
4|([F[ = 1).

(2) Der Beweis der anderen Richtung wurde durch das Beispiel den letzten Hilfssatzes geleistet.[

HILFSSATZ 15 (Ovale und Kegelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp o(a) = 1)
Es sei K ein lokaler Kérper mit dem Restklassenkérper F der Charakteristik p # 2. Dann ist
dquivalent:

(A) Es existiert ein echtes T-Owal in P2(K) mit transitiver Kollineationsgruppe Go, an dem zwei
oder mehr Kegelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp o(o) = 1 beteiligt sind.

(B) Der Korper K besitzt eine primitive p-te Einheitswurzel 1 + ¢ und es ist o(€) > 2.

Beweis: In (1) bis (5) nehmen wir an, dafi O ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe Go
ist, an dem mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp
o(a) = 1 beteiligt sind. In (6) zeigen wir die Gegenrichtung.

(1) Es sei die Passantenschar, der die Kegelschnitte entstammen, oBdA. gleich

Ko={K(): re @@= JRNOH . KO) = {wiai) e P 42 = 1o bt

(07

Wir kénnen annehmen, daf§ O den Punkt (1 : 0 : 1) € K(1) enthélt und auf einer Umgebung
U C Py(K) von (1:0:1) mit K(1) iibereinstimmt.

Es seien u,v € K nicht beide Null und o € {£1}. Definiere A, (u,v) und A(u,v) € GL3(K) wie
folgt:

1 0 0
As(u,0):=10 uw ocav |, A(u,v):= Ai(u,v)
0 v ou

Eine von A, (u,v) bzw. A(u,v) induzierte Kollineation werde mit v, (u,v) bzw. v(u, v) bezeichnet
und es sei dann §(7, (u,v)) := (A, (u,v)) := u? — av? (vgl. Beweis von Satz 22 (III), Teil (4) auf
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Seite 92f).
(2) Esist O" Cc[0:1:0\{(0:0:1)U(1:0:0)} und die Gruppe Go ist eine Untergruppe der
Gruppe G = G % (I), die induziert wird von folgender Gruppe G’ = G’ x (I)’:

1 0 0
G’ = {A(u,v) € GL3(K) : §(A(u,0) €EZ}, I'=[(0 1 0
0 0 -1

Jede Kollineation v € Gp muf (x) erfiillen:
(x)  Vre (K- éKQ)\{O} Js € (K2 — éKQ)\{O} mit (K(r))” = K(s)

Jede Kollineation v € PGL3(K), die (x) erfiillt, 148t [co] und (1 : 0 : 0) fest, denn die zwei allen
Kegelschnitten aus K, gemeinsamen (nicht K-rationalen) Puntke (0 : +4/a : 1) miissen dann unter
7 festbleiben, also auch ihre Verbindungsgerade [oc] sowie deren Pol (1: 0 : 0). Uber den Ansatz

1 0 O\N'/-r 0 O 1 0 0 —s 0 0
0 u w 0o -1 0 0w w|=(0 -1 0
0 v =« 0 0 1 0 v =« 0 0 1

erhéilt man, dafl die Gruppe G der Kollineationen, die (x) erfiillen, induziert wird von G’ mit
G' = {A,(u,v) € GL3(K) : (u,v) € K x K\{(0,0)}}.

Es ist (K(r))""" = K (m) Wegen [Go : No| < oo ist deshalb fiir jedes v € Go auch
|K (1) < oo, also gilt {6(7y(u,v)) : 7o (u,v) € Go} C Eg. Da die Nichtquadratzahl o ungerade
Ordnung hat, folgt fiir (u,v) € K x K\{(0,0)} mit u?> — av? € Eg, daB o(u) = 0 ist und o(v) >0
bzw. o(av?) > 0. Wenn also u? — av? € Eq ist, dann ist auch u? — av? € E2. Es folgt Go < G.
Insbesondere ist G7, < PGL3(F) wohldefiniert, da G™ und I™ wohldefiniert sind.

Da eine Bijektion zwischen G und & besteht, kénnen wir die Abbildung § : Go — E2 definieren
wie folgt:
Fiir v € G existiert genau ein Reprisentant A, (u,v) € G’. Da dieser Repriisentant eindeutig ist,

setze §(7) = u? — aw?.

Betrachten wir noch das Bild O™ von O. Wenn K (r) an O betelhgt ist, ist r € E2, etwa r = s%.
Dann erfiillt jeder Punkt (1 : z : y) auf K (r) die Gleichung y? = 122+ s*. Da o(X2?) ungerade ist,
muB o(y) = o(s) = 0 sein und o(22?) > 0, also o(x) > 0. Da K (r)N[oc] = () ist, liegt also fiir jeden
Punkt P = (1: x : y) das Bild P™ auf der Geraden [0 : 1 : 0], aber nicht auf [oo]. Demnach gilt:
O" C[0:1:0\{(0:0:1)}. Day™#0ist fiir (1:2:y) € K(r),r € E3,ist ON(1:M: M) = 0,
also O" C[0:1:0\{(0:0:1),(1:0:0)}.
(3) Es gilt:

(a) (1:0:-1) €0

(b) Go <G
(C) Jh € EQ mit Go/No = <h> bzw. El'Yh € Gop mit 5(’7%) =he ]E(%, Go = <No,’yh>

(d) Go enthilt genau eine Involution.
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(3a) Betrachte die Gerade (1 : 0: 1)V (1:0:0) =[0:1:0]. Da (1:0 :0) Fixpunkt von
G’ (also Fixpunkt von Gp) ist, kann [0 : 1 : 0] keine Tangente an O sein (vgl. Seite 29). Also
existiert ein Punkt (1:0:y) € [0:1:0]NO mit y € K\{0,1}. Da laut Annahme G transitiv
ist, existiert eine Kollineation v, € Go mit (1:0:1)" = (1:0: y). Setzt man einen Représen-
tanten A, (u,v) € G’ fiir v, an, so kann man nachrechnen, dafl cu = y = —1 sein muf}, weil sonst
(1:0:1)% N [0:1:0]] > 3 wiire.

3b) Es sei v, (u,v) € Go\No und 6(v,(u,v)) = u? — av? = n? € E2\{1}. Es muf ¢ = 1 sein:
0

Angenommen, o = —1. Betrachte 7' := (y_1(u,v))?, induziert von
1 0 O
A,yl = 0 ’172 0
0 0 7

Wegen [0:1:0NO ={(1:0:1),(1:0:—-1)} und No # Go ist dann n? = —1. Daraus
folgt, daB i> = —1 Quadratzahl in K bzw. F ist. Dann ist O™ = {(1 : 0 : £1),(1 : 0 : +i)}
und O C K(1) U K(—1). Denn wenn noch ein dritter Kegelschnitt K (£2) mit &2 ¢ {£1} an O
beteiligt wiire, giibe es ein v, (a,b) € Go\No mit §(v,(a,b) = a® — ab? = £2,£% # +1. Eben wurde
gezeigt, daf fiir v, (a,b) = v_1(a,b) die Einheitswurzel £2 gleich —1 sein miifite, ein Widerspruch
zu K (1)7 (@8 o [ (1), K(—1)}. Also ist v, (a,b) = v(a,b). Dann ist aber 8 := y(a,b)y_1(u,v) =
v-1(au+abv, av+bu) und §(3) = £2-(—1) = —€2 # £1, im Widerspruch zu 8 ¢ G (man betrachte
(2). Also ist O™ = {(1:0:£1),(1:0: +i)} und die Menge der an O beteiligten Kegelschnitte ist
{K(1), K(—1)}. Das kann aber nicht sein:

Esist ON(1:0:1)™ = K(1)N(1:0:1)™ . Denn wenn es einen Punkt P € K(1)N(1:0:1)™
gibe mit P ¢ O, dann wére [((1:0: 1) VP)NO|=1,da ((1:0:1)V P)™ #[0:1:0] ist, also
(1:0:1)VP)NO C (1:0:1)" . Daaber auch [[-1:0:1]NO| = 1ist ([~1: 0 : 1] ist Tangente
an K(1) im Punkt (1:0: 1)), ist das ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Tangente an O im
Punkt (1:0:1).

Da die Kollineation v, die den Punkt (1 : 0 : 1) auf (1 : 0 : —1) trégt, ein wohldefiniertes
Bild v € PGL3(F) hat, folgt K(1) C O. Dann ist aber K(1) = O, also O kein echtes T-Oval.
Widerspruch. Es folgt also:

v e Go\NO = ~veG
Nun zeigen wir noch: v € No = v € G (und damit Go < G).

Angenommen, es existiert ein v € Go mit v € Np N GI. In diesem Fall wihle man eine be-
liebige Kollineation y(u,v) € Go\Nep und betrachte v/ := v(u,v) oy € Go\Np. Es ist dann
v € G-GI =GI, also ' ¢ G, im Widerspruch zu Go\No C G.

(3c) Es ist ¢ : { } ein Gruppenhomomorphismus mit Kern Np, d.h. 6(Gop) =
v o— 0(v)

Go/No. Demnach ist Go/Ne isomorph zu einer zyklischen Untergruppe von EZ, es existiert also
ein v, € Go mit Go = (No,v,). Wenn v, von Aj, € G’ mit

1 0 0
A,=10 wuy aug ,ugfowg:he]Eg
0 Vo Uup

induziert wird, ist 6(Go) = (h) und Go/No = (h) < E3.
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3d) Wegen Gp < G und (1:0: —1) € O folgt, daf die Involution J, induziert durch J’ mit
(3d) Wegen Go ( ) gt, ;

1 0 0
J=10 -1 0
0 0 -1

in Go enthalten ist (vgl. (3a)). Es gibt aulerdem keine andere Involution in Gp, wie man leicht
mit Hilfe von (3b) nachrechnet.

(4) Es gilt: ~ (h) enthélt ein Element von p-Potenzordnung, d.h. (Eg NE;)\{1} # 0.

Bekanntlich ist Eqg = Gk X up, wobei up die Menge der (p” —1)-ten Einheitswurzeln in K bezeichnet,
wenn F = GF(p") ist. Der Faktor Gk ist — abgesehen von 1 — gleich der Menge der Einheitswurzeln,
die p-Potenzordnung haben, das sind genau die Einheitswurzeln, die gleichzeitig Einseinheiten sind:

Gg =EgNE;
Angenommen, (h) < pp.

Dann gilt ON(1:0: 1) = K({1)Nn((1:0: 1)™ . Man argumentiere nun wie in (3b). Als
Konsequenz ergibt sich O = K(1). Wenn also Eg = ur ist, ist O kein echtes T-Oval mit transitiver

—1

Gruppe.

Gestattet Po(K) ein echtes T-Oval mit transitiver Gruppe, an dem Kegelschnitte der Schar K,
mit o(a) = 1 beteiligt sind, so ist charK = 0 und K oBdA. ein echter Oberkérper von Q,,. Genau-
er: [K: Qp] =wvk-r, F=GF(p"), p— 1vk (vgl. Hilfssatz 2). Auflerdem ist jede primitive p-te

Einheitswurzel von der Form 1+ ¢ = 1 + t/e, fiir eine Einheit e, € E und j = p”_K

1-

(5) Ist j =1, so ist O = K(1), also O kein echtes T-Oval.

Dem Hilfssatz 2 entnimmt man, dafl im Fall j = 1 fiir jedes Element 1+ € € Gg\{1} gilt: o(e) = 1.
Betrachten wir statt O das Oval O’ := OF, wobei 3 € PG L3(K) induziert werde von B € GL3(K)

mit

1 0 0
B= 0o t! o0
-t 0 ¢!

Fiir r € (K? — LK?)\{0} wird der Kegelschnitt (K(r))” dann représentiert von der Matrix (Q(r))?
mit

1—r 1

t

Q)= 0 -L o], a=at ack.
10 ¢

Fiir jedes 1 + e =1+ te. € (Eg NEq)\{1} ist dann

—e 0 1
QI+e)’= 0 -2 0],
1 0 t

also (K(1+€)P)" ={(1:2: 52> +ef) € Po(F): € FrU{(0:0: 1)} Der Kegelschnitt
(K(1))P hat die Matrix



und sein Bild ist gleich {(1: 2 : z2z22) € Po(F) : z € F}U{(0:0:1)}. Weiter gilt:

B((1:0:1)" )= (1:A:A) = (Pe(1:A:A)NO =3 (1+¢) € Gk mit
P e (K(1+¢))?) (P ein projektiver Punkt)
® B((1:0:1))=(1:0:0) = (1:0:0)€0'Nn(K(1)% (1:0:0) € (O~

B(L:0:F\(1H™ HC(0:0: 1) = (0:0:1) € (O), [o0] N(O)™ ={(0:0:1)}
Wir zeigen nun zuerst, dafl (O')™ ein Oval sein muf} und fiihren dies dann zum Widerspruch.

Wiihle eine Gerade g in Py (K) aus, die den Punkt (1 : 0 : 0) enthiilt und deren Bild g™ verschieden
von [0:1:0] und [0:0: 1] ist. Wegen g™ ¢ {[0:1:0], [0:0: 1]} und weiter wegen (K (1)%)" =
={(1:2:5%2%) € Po(F): = € F}U{(0:0:1)} folgt, daB g den Kegelschnitt (K(1))” in
(1:0: 0)’771 genau einmal schneidet (vgl. Bem. 4). Ferner ist (1:0:0) & (K(1 + €)™ fiir alle
1+ e € Gx\{1} und die Tangente bzgl. O’ in (1:0: 0) ist von g verschieden.

Es folgt, daf ¢ das Oval O’ in (1:0:0)™  genau einmal schneidet, also mu$ ein Punkt P € O’
existieren mit P € ¢, P™ & {(w : = : y) € Pa(F) : wzxy = 0}, insbesondere hat man sogar
Pm e (1:A:A\1:M:A) Dann enthdlt (O')™ drei nichtkollineare Punkte und ist deshalb
nicht in einer Geraden enthalten. Der Fall, da§ (O')™ gleich der Vereinigung zweier verschiedener
Geraden g, h in Py(F) ist (eventuell ohne Schnittpunkt), kann auch nicht eintreten:

Falls (O')™ = g U h ist fiir zwei Geraden g, h in Pa(FF), mufl wegen (O')" N[oc] = (0:0: 1) (vgl
) gelten:

gNh=(0:0:1), g,h# [0

Dann ist aber (1:0:0) ein regulidrer Punkt von (O’)™ und es gilt (vgl. Bem. 4(3) und 4(4)), da8
die Tangente T an @ in (1:0:0) das Bild 7™ = [0 : 1 : 0] hat. Diese Tangente T ist aber gleich der
algebraischen Tangente T, an (K (1))” im Punkt (1:0:0) und es ist 7, = [0 : 0 : 1]. Widerspruch.
Falls (O')™ = g U h\g N h ist fiir zwei Geraden g, h in Pa(F), mufl — wieder wegen (O')™ N [oo] =
(0:0:1) — gelten:

S=gNh#(0:0:1), g,h# [cc]

Fiir S € [o0] ist dann g oder h gleich SV (0:0: 1) = [00], was nicht sein kann. Fiir S & [oo] ist
|(g Uh)N[oo]| =2, aber [(O')™ N [o0]| = 1, was ebenfalls nicht sein kann. Also folgt (vgl. Satz 3):

K := (O")" ist ein Oval in Py(F).

Die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) sind in K enthalten. Andererseits ist jeder dieser zwei
Punkte das Bild eines Punktes auf @’ N K(1)%, niamlich (1 : 0 : 0) = ((1 : 0 : 1)")™ sowie
(0:0:1) = ((1:0:—1)%)". Es sei Ty die Tangente in (1 : 0 : 1) an K(1) und T3 die Tangente
in(1:0:—1) an K(1). Es ist (Tig)“ =[0:0:1] und (Tf)’T = [00]. Bemerkung 4(2) besagt nun,
daB die Tangente an K im Punkt (1:0:0) gleich (Tlﬁ )™ sein mufl und daB die Tangente an K im
Punkt (0:0: 1) gleich (T%)™ sein muB. Also wird K beschrieben durch eine Matrix Q € GLs(F)
mit
0 0 1
Q=10 =z 0], z€ePF,.
1 00
Hétte @ nicht diese Gestalt, so widerspriiche d

as den Gleichungen

d
0 1 0
0 ( ) 0ol,0=0q"
1 0

—_



Esist O'N(1:A:A)# (K(1)?)N(1:A:A), sonst wire niamlich O = K(1) (vgl. (3b) und ).
Es ist aber auch (K(14¢€)?N(1:0:0)" =0V 1+ee Gg\{1} und weiter O’ N (1: A: A) C
{(K(1+¢€)?: 1+e€ Gg} (vgl. ®). Deshalb existiert ein 1+te. = 1 +¢ € Gg\{1} und ein Punkt
Pe(K(1+¢)’mit P€(1:E:E)und P € O. Wenn nun P = (1 : x : y) ist fiir zwei Einheiten
z,y € K, dann ist die Tangente Tp~ durch P™ an K wegen Bemerkung 4 einerseits gegeben durch

0 0 1 1 y"
0 z 0 2" | = z2z" | = Tpr=[y" : 22" : 1],
1 0 0 y" 1
andererseits durch
—er 0 1 1 —el +y”
1 T 1 .7 T T 1 ™
0 -+ 0 | = - = Tpr =[—€] +y" : ——z" : 1].
aﬂ'
1 0 0 y" 1

Wegen e # 0 ein Widerspruch.

(6) Ist j > 2, so existiert in Pa(K) ein echtes T-Oval mit regulidrer Kollineationsgruppe Go, an
dem Kegelschnitte der Schar K, beteiligt sind.

(6a) Es sei h := 1+ € € Gg\{1} eine primitive p-te Einheitswurzel, also 1 + ¢ = 1 + /¢, fiir eine
Einheit e.. Fiiri € {0,...,p—1} sei weiter 1+te,, := 1+¢; := (1+¢€)?, fiiri € {1,...,p—1} ist dann
e, = (iec)™ (vgl. Hilfssatz 2). Es war auflerdem [K : Qp] = vg-r, F=GF(p"), j= " €N, j > 2.
Betrachte nun fiir ¢ € {0,1} die Gruppen G; < G sowie M; < G, induziert durch M/ bzw. G} mit

M! ={A(u,v) € G': §(A(u,v)) =1,u™ =1,0(v) =i},
Gl ={A(u,v) € G': §(A(u,v)) € (h),u™ =1, 0(v)

i} .

—

AuBlerdem sei v, € Go\ My gegeben durch eine Matrix A;, mit

1 0 0
Ap =10 wuy atvy |, h=1ud—avi o(vy) =0,u] =1, a =at,a €E.
0 Vo Uuop

So ein Aj existiert fiir jedes vy € E, denn setzt man ug = 1 + txg fiir eine Einheit zg, so hat

die Gleichung h = 1+ tle, = 1 + 2txg + t2x3 — atv? eine Losung zo € E genau dann, wenn
. 2

T = tf_l%‘ — t%" + %v% eine Losung x¢ € E hat. Weil j > 2 ist, sichert das Lemma von Hensel

die Existenz so einer Losung. Fiir sie gilt dann zf = (%vg)™.

Wir betrachten nun Gruppen M, N, H,U < PGL3(K) wie folgt:

Fir r = 1, also F = GF(p), setze M = My, H = (M,v,),N = (M, J) sowie U = (N,v) =
(H,J) = (M,~p,J). Dabei ist J die Involution aus (3d).

Fiir r > 1, also F = GF(p"), ergénze man vf := by € F, zu einer Basis B des GF(p)-Vektorraumes
F, etwa B = {bg, ..., br—1}. Anschlieend wiihle man fiir by, ..., b,._; jeweils ein Urbild vy, ..., v.—1
aus E aus, also (vf,...,v7_1) = (bg,...,b.—1) = B. Jetzt wihle fiir jedes i € {1,...,r — 1} eine
Kollineation v; := y(u;,v;) € My aus, reprisentiert von A; := A(u;,v;) mit

1 0 O
A;i=10 u av; ,u?—avle,u”:l.
0 V; U;
So ein A; existiert fiir jedes ¢ € {1,...,r — 1} (Argumentation wie bei Aj, =: Ag).

Es sei nun M := (My,71,...,Y%-1), H = (M,v,), N = (M, J) sowie U = (N,v,) = (H,J) =
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(M, yp, J).

(6b) Wir zeigen nun, daf§ (sowohl fiir r = 1 als auch fiir r > 1) die Menge (1 : 0 : 1)U ein stetig
differenzierbares Oval ist.

Setze (1:0:1)Y = 0. Esist [U:N]=[H: M]=pundesist O C{K(h'): i=1,...,p},
genauer:

—1

K1)no'n@:0:1)7 (1:0: )M

(L:0: )My (i=1,...,p—1).

—1

KMh)no'n(1:0:1)"

Wenden wir auf die Gruppen M, N, H und U sowie auf O’ die Kollineation § aus (5) an, so hat
man:

_\B
= {(l:z:9) ePa(K): z€A,y= 52— Ly}

a

(K(l) N(1:0:1)7

t

= {(l:iz:y) ePaK): z€hy=ga?+t77 15 — Ly?}

)
,l)ﬂ €c;

(KR = {(1:2:5%2?) e Pa(F): 2 € F}U{(0:0:1)}
= K

Wenn nun O := (O')? ist, ist (ON(1:A:A)" C K. Wegen (0:0:1) = (1:0: —1)7F7 " jst
deshalb O™ = K. Fiir jede Gerade g in P2(K) mit (1:0:0) € g,g #[0:0:1], gilt |ONg|=2:
Wenn g so eine Gerade ist, kann g™ = [0: 0 : 1] sein oder g™ = [0:1:0] oder g = [0: —m : 1] fiir
ein m € E.

(6ba) Ist g™ =[0: 0 : 1], so gilt wegen (((1:0: 1)7)%)™ C K\{(0:0: 1)} bzw. (((1:0: 1)V)%)™ C
K,daB gnO C (1:0:0) ist. Da andererseits (K(1))? 2 ((1:0: )M)8 5 (1:0:0)" NO gilt
wegen M > My, folgt K(1)?N(1:0: O)’F1 C O. Der von (1 : 0 : 0) verschiedene Schnittpunkt von
g mit (K(1))? liegt wegen g™ = [0:0: 1]in (1:0:0)™ " und ist wegen (K(1))’N(1:0:0)"  C O
ein Punkt auf O, d.h. |[OnNg|=2.

(6bB) Wenn g™ = [0 : —m™ : 1] ist und m € E, schneidet g die Menge (1:0:0)" NO = (1:
0:0)" ' NK(1)? genau einmal, némlich in (1:0: 0), da (1: 0 : 0) ein reguléirer Punkt von K ist
(vgl. Bem. 4). Der zweite Schnittpunkt von ¢™ mit K ist dann gegeben durch S = (1 : 2a"m™ :
2a™(m™)?) = (1: 2a™m™ : 52 (2a™m™)?). Da fiir jeden Kegelschnitt (K (1+¢;))” das Bild unter 7
dasselbe ist, ndmlich K, gilt fiir jedes 7 € {0,...,p — 1}:

Die Gerade g schneidet (K (1 + ei))’g in S™ " genau einmal, denn S ist reguléirer Punkt von K.

Andererseits gilt fiir jedes y € F bzw. P, := (1:a™y : 55 (a™y)?) € K:

2a™

Aie{0,...,p— 1} mit
onPy =(K1+e¢)’npPr

Wir beweisen zuerst die Existenz. Betrachte fiir ¢« € {0,...,r — 1} die konjugierte Matrix C;,

1 0 0 .. .
1 . 5 5 1 fir i=1,....,7r=1
C;,:=BA;B™" = av; u, atvy |, uj =1,u;j—atv; = - . .
til(ui D o w h fir =0
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Es ist C wohldefiniert, denn Vi € {1,...,r — 1} 3 s(v;) € A, so daB u; = 1+ t(%v7 + ts(v;)) ist,
fiir i = 0 3! s(vg) € A, so daB ug = 1+t(%v3 +ts(vg)) ist, wobei u? —atv? = List firi =1,...,r—1
und u3 — atvi = h. Damit ist

1 0 0 1 0 0
C; = av; 1+ t(%v? + ts(v;)) atv; sowie C7 = [ a™b; 1 0],
20?7 + ts(v;) U4 1+ t(%0? + ts(v;)) %bf b 1

also wird die Gruppe H™°? induziert von

1 0 0
(H’)”°5—< a™b; 1 0] € GL3(F): i—O,...,r1>.
Cp b1
Man kann leicht nachrechnen, daf§ fiir jedes r-Tupel (ng,...,n,—1) € {0,...,p — 1}" gilt:
1 0 0
(Cgo-Crt e )T = | am (D) Lo
2%,(a’r Sonb)? Somib; 1

Wenn man nun GF(p) mit {0,...,p — 1} identifiziert, hat man demnach:

1 0 0
(H')™F = a™(>_nibi) 1 0]: n;, € GF(p),i € {0,...,7—1}
QG%(CLW Znibi>2 anbl 1

1 0 0
a™y 1 0]:yefF
5 (@™y)? y 1
Es ist also H™ /M7 = H™8 /MT°? = (F, +), wobei M? reguléir auf (1:0:0)™ ' N K(1)? operiert.
Dann operiert (H?)™ reguléir auf K\{(0:0:1)}. Da MY reguléir auf (1:0:0)™ ' 1K (1)? ist und
(H?)™ regulir auf K\{(0:0: 1)}, ist die Existenz gezeigt.

Zur Eindeutigkeit:

Angenommen, es existieren zwei Punkte P;, P, auf O und ein y € F, so daf} gilt:
Pr=PF=(1:a"y: 5:=(a"y)?), i€ (K(1+€))°, Py € (K(1+€))?,i#k,i,ke{0,...,p—1}.
Dann existieren ; € HP v, € HP mit 7;((1 : 0 : 0)) = P, v((1 : 0 : 0)) = Py. Betrachte
v := v, k. Esist 47 = id und deshalb y((1:0:0)) =~; *(Px) € (1:0: 0)’771, also v, 'y € MiB

Wegen K (1)° 1 (1:M: M) =(1:0:0)M folgt schlieBlich i = k.

Damit ist fiir jede Gerade g = [0: —m : 1], m € E, gezeigt:

lgNO| =2
(6b~y) Betrachte nun Geraden g mit g" =[0:1:0] und (1:0:0) € g. Fiir g =1[0:1: 0] ist
gNO={(1:0:0),(1:0:-2t71)},da(1:0:-1)=(1:0:1) € O ist und (1:0: 1) =
=(1:0:=2t71). Fir g=1[0: -t *m: 1], k € N, m € E betrachte J?, induziert durch
1 0 0
BJ'B™" = 0 -1 0
—2t71 0 -1

sowie g/ = [2t1 s —t~Fm 1 1] =



Da g die Menge (1 : 0 : O)HB =O0OnN(1:A:A) genau einmal schneidet (in (1 : 0 : 0)), schnei-
det g die Menge (1 : 0 : ())Hﬁ‘]ﬁ =0nNn@:0: 1)7“_1 genau einmal (in (1 : 0 : —2¢71)). Da

s

(O NO:0: 1)”_1)J =0ON(1:A:A) ist, schneidet g die Menge O N (1 : A : A) genau einmal,
denn einerseits gilt fiir alle ¢ € {0,...,p — 1}:

Die Gerade g schneidet (K (1 +Q_))ﬁ N(1: A : A) genau einmal, da jeder Punkt des Ovals
K= ((K(1+¢))?)" regular ist.

Andererseits folgt wegen @, dafi g die Menge O N (1 : A : A) genau einmal schneidet. Insgesamt
also schneidet g die Menge ON(0: 0 : 1)’7_1 =O0OnN(1:A: A))Jﬁ genau einmal, also ist [gNO| = 2.

Zuletzt betachten wir noch die Gerade [0 : 0 : 1]. Wegen [0 : 0 : 1]" N K = (1 : 0 : 0) ist
0:0:1]nOC[0:0:1]NK(1)’N(1:0:0)" ', daaber [0:0: 1] Tangente an K(1)% in (1:0: 0)
ist, folgt: [0:0: 1] ist Tangente an O.

Damit ist gezeigt, da8 jede von der Tangente [0 : 0 : 1] verschiedene Gerade durch (1 : 0 : 0) die

Menge O genau zweimal schneidet. Da U? transitiv auf O operiert, folgt, da @ ein Oval ist, also
auch O'.

(6¢) Trivialerweise hat das Oval O" = (1 : 0 : 1)V eine transitive Kollineationsgruppe Gor > U.
Es gilt sogar Gor = U, No» = (M, J).

Auf den Beweis verzichten wir hier. Jedenfalls operiert U scharf einfach transitiv auf @', d.h.
U = Go- operiert scharf einfach transitiv auf O’. O

HILFSSATZ 16 (Ovale und Kegelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp o(a) = 0)
Es sei K ein lokaler Korper mit Restklassenkérper F und charF = p #£ 2.

Fir die Menge (Eg NE1)\{1} der Einheitswurzeln in K, deren algebraische Ordnung eine p-Potenz
ist, gelte entweder (Eg NE1)\{1} =0 oder 1 + € € (Eg NE1)\{1} = o(e) =1.

Dann folgt:

Es existiert kein echtes T-Owval mit transitiver Kollineationsgruppe, an dem mindestens zwei Ke-
gelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp o(a)) = 0 beteiligt sind.

Beweis: Wir nehmen an, da§ O C P3(K) ein T-Oval mit transitiver Kollineationsgruppe Go
ist, an dem mindestens zwei verschiedene Kegelschnitte einer Passantenschar vom Aquivalenztyp
o(a) = 0 beteiligt sind.

(1) Es sei die Passantenschar, der die Kegelschnitte entstammen, oBdA. gleich

Ko={KG)s re @@= N0, KO ={wiap) e P 4= 1o e |

Wir kénnen annehmen, da§ O den Punkt (1 : 0 : 1) € K(1) enthilt und auf einer Umgebung
U C P2(K) von (1:0:1) mit K(1) iibereinstimmt.

Es seien u,v € K nicht beide Null und o € {£1}. Definiere A, (u,v) und A(u,v) € GL3(K) wie
folgt:

1 0 O
As(u,0):=10 u ocav |, Alu,v):= Ai(u,v)
0 v ou

Eine von A, (u,v) bzw. A(u,v) induzierte Kollineation werde mit v, (u,v) bzw. v(u, v) bezeichnet

und es sei dann §(y, (u,v)) 1= 6(Ay(u,v)) = u? — av?.
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(2) Esist O™ C (1: A: A) und die Gruppe Go ist eine Untergruppe der Gruppe G=0Gx (I), die
induziert wird von folgender Gruppe G' = G’ x (I'):

1 0 0
G' = {A(u,v) € GL3(K) : §(A(u,v)) €Bo}, '={0 1 0
0 0 -1

DaB Go < G ist, berechnet sich wie im Teil (2) des Beweises des letzten Hilfssatzes. Dabei geht
auch Satz 22 (III) ein. Man beachte jedoch, daf hier nicht §(A(u,v)) € E2 sein muf. Es ist
OC (1:A:A) wegen O CJ, g, K(n) und (K(n))™ N [oc] = 0 fiir alle n € Eo.

Insbesondere ist G, wohldefiniert, da G™ und I™ wohldefiniert sind.

(3) Der Punkt (1:0: —1) ist ein Punkt von O und es existiert eine Involution in Gp, die (1:0: 1)
auf (1:0:—1) abbildet und

1 0 0 1 0 0
entwedervon [ 0 1 O odervon | 0 -1 O
0 0 -1 0 0 -1

induziert wird (vgl. Beweis von Hilfssatz 15, Schritt (3a)).

(4) Fiir je zwei verschiedene Geraden g, h in Po(F) gilt:
O £gUh, O"£gUh\gNh

Wegen O C (1: A : A)ist O™ N [oo] = . Deshalb kann nicht O™ = g U h sein fiir zwei Geraden
in P(FF), weil sowohl g als auch h die Gerade [0o] schneidet. Angenommen, es existieren zwei
verschiedene Geraden g, h in Pa(F) mit O™ = gUh\gNh.Da (1:M:M)N (UneIEo K(n)) = {) ist,
ist g#[0:1:0undh#1[0:1:0] bzw. (1:0:0) &€ O™. Die Punkte (1:0:1) und (1:0: —1)
sind deshalb regulire Bildpunkte mit Tangenten [—1: 0 : 1] bzw. [1: 0 : 1] (vgl. Bem. 4(3)). Also
ist oBdA. g =[-1:0:1],h=[1:0:1],gNnh = (0:1:0). Da G, wohldefiniert ist, ist G, eine
Untergruppe des Stabilisators des Punktes (0 : 1:0) in der PGL3(F). Der Ansatz

1 0 0 0 0
0 u oa™ 1]1=[(1], u,veTF, oe{£l},
0 v ou 0 0

liefert v = 0 und deshalb wird G7, von einer Untergruppe folgender Matrizengruppe induziert:

1 0 0
0 u 0 ) eGL3(F): uekl,
0 0 ou

Fir {(1:0:1),(1:0:-1)} C O gilt dann:
{1:0:1),(1:0: -1)}90 C[0:1:0)
Dann ist G7, aber nicht transitiv auf O™, also auch G nicht transitiv auf O.

(5) Fiir alle Geraden g in P2(F) gilt: O™ < g

Angenommen, O7 ist in einer Geraden g enthalten. Wegen (1:0:1),(1:0: —1) € O7 ist dann
g=1[0:1:0].
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(5a) Zuerst wird gezeigt, dal (Eg NE;)\{1} # 0 ist.

Der Ansatz
10 0 1 1
0 u oa™ 0l=1[oa™ |, u,velF, ce{£l}, (1:0a"v:0u)e[0:1:0]
0 v ou 1 ou

liefert v = 0 und deshalb wird G von einer Untergruppe folgender Matrizengruppe induziert:

10 0
0 u ocaw | € GL3(K): o(v) > 1, u® —av? €
0 v ou
Es sei nun fir m € K die Gerade g,, := [-1 : —m : 1]. Offensichtlich ist go Tangente an O. Fiir

o(m) > 1ist [gn NK(1)N(1:0:1)™ | =2, fiir o(m) = 0ist g NK(1)N(1:0:1)" = (1:0:1).
Falls Eg NE; = {1} ist, folgt sofort ein Widerspruch, denn fiir alle n € Eq mit n™ # 1 ist
Kmn@:0:1)" =0, alsoON(1:0:1)"  =K(1)N(1:0:1)" .Da O™ C[0:1:0]ist,
existiert fiir o(m) = 0 auBerhalb von (1:0:1)™ ' kein weiterer Schnittpunkt von g, mit O, was
der Eindeutigkeit der Tangente an O in (1: 0 : 1) widerspricht.

Es folgt (Eg NE1)\{1} # 0 und aufgrund der Voraussetzungen des hier zu beweisenden Satzes ist
jedes Element aus (Eqg NE;)\{1} von der Form 1 + ¢, e = te,e. € E.

(5b) Wir betrachten nun fiir eine geeignete Kollineation 7 das Oval O7, so dafl dessen Bild (O7)™
aus zwei Geraden ohne deren Schnittpunkt besteht.

Da O die Punkte (1:0:1) und (1:0: —1) enthélt, gilt O™ C [0: 1 : 0]. Weil fiir alle n € E, die
Menge K(n) N ((1 :0:0" U0:0: 1)”_1> leer ist, gilt sogar O C (1: M : E).

Es sei nun m € N so, daf8 O in (1 : ™A : E) enthalten ist, aber nicht in (1 : ™A : E). Wenn 7

die von der Matrix T € GL3(K) mit
1 0 O 1 00 1 0 0
T=(0 ¢t™ 0 0 1 0)J=10 ¢t™ 0
0 0 1 -1 0 1 -1 0 1

induzierte Kollineation ist, werden die Kegelschnitte (K (n))™ repriisentiert von Matrizen (Q(n))7,

gegeben durch
1—n 0 1

@)y =| 0 -5 0], nek.
1 0 1
Fiir O7 gilt dann:
07 C (1:A:A)
O ¢ (1:M:A)
O"N(l:A:-1+M) = 0
{(1:0:0),(1:0:-2)} Cc O"NK()
Insbesondere ist O7 N ((1: A: A)\(1:M: A)) # 0, also ist (O™)™ nicht in [0 : 1 : 0] enthalten,
enthilt aber zwei Bildpunkte, die auf der Geraden [0 : 1 : 0] liegen. Deshalb kann (O7)™ nicht in
einer Geraden enthalten sein.

Ein Oval ist das 7-Bild von O7 auch nicht, denn wenn man die Tangenten an die Kegelschnitte
(K(n))™ in Punkten aus (1 : A : A) betrachtet, so kann man nachrechnen, daf§ ihr 7-Bild gleich
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[@:0: 1] ist fiir ein a € F. Demnach treffen sich die Bilder dieser Tangenten im Punkt (0 : 1 : 0),
was Bemerkung 4 widerspriiche, wenn (O7)™ ein Oval wiire.
Es existieren also zwei verschiedene Geraden g¢,h in Py(F) mit (O7)™ = g U h oder (O7)" =
gUR\gNh. Wegen O™ C (1: A : A) bzw. (O7)™N[oo] = B einerseits, andererseits wegen gN[oo] # ()
sowie h N [oo] # 0, gilt (OT)™ =gUh\gNh und gNh € [c0].

(5¢) Ist n € Eg und K (n) an O beteiligt, so folgt n™ = 1.

Betrachte die Punkte (1:0:0),(1:0:—2) € O" N K(1)” mit ihren Tangenten [0:0:1],[2:0: 1].
Die Bilder dieser beiden Punkte miissen regulir sein:
Klar ist, dal mindestens einer dieser Bildpunkte regulér ist (vgl. Bem. 4), etwa oBdA. (1:0: 0).
Wenn g die Gerade ist, auf der (1: 0 : 0) liegt, ist wegen der Regularitiit dann g = [0 : 0 : 1]. Die
andere Gerade h muf g im Bildpunkt (1 :0: —2) € P,(F) schneiden, falls dieser nicht regulér ist.
Dieser Punkt liegt aber nicht auf g, also ist auch (1 :0: —2) regulér.
Es folgt ¢ = [0 : 0 : 1],h = [2 : 0 : 1] sowie (O7)" = g U h\g N h. Fiir eine Einheitswurzel
n € Eg mit n™ # 1 betrachte die Menge (K(n)" N (1 : A : A))"N(gUh). Es ist (K(n)")™ =
{(w:z:y) e Pa(F): (1 —n™)w? + 2wy + y* = 0} und deshalb
l:x:=1£m")ePa(F): zeF} fir € K2
(K(n)Tm(le:A))”{{( Vi) € Pa(E) J o }
0 fir n¢K?

In beiden Féllen ist (K(n)"N(1: A:A)"N(gUh) =0, wenn n™ # 1 ist. Deshalb kann keiner der
Kegelschnitte K (1) mit n™ # 1 an O beteiligt sein.

(5d) Wir betrachten nun fiir eine geeignete Kollineation 3 das Oval O#°7 sowie dessen Bild O™°/°7
und leiten einen Widerspruch her.

Es sei 0 die von der Matrix

1 0 0
01 0
00 t*
repriisentierte Kollineation. Fiir 1 + te. € (Eg NE;)\{1} wird dann (K (1 + te.))?°T reprisentiert

von der Matrix (Q(1 + te.))?°™ mit

ﬂOT _ee tZOanl 1
QM +te)™ = 0 ——— 0],
1 0 t

auBerdem wird K (1)%°7 reprisentiert von Q(1)%°" mit

0 0 1
Q= [0 -5
1 0 t

Es sei 0 = OP°7.

Da fiir alle f € F ein Punkt (1:2:2) € O"N(1:A: A) existiert mit (1:2:2)"=(1:f:0)

€ [0:0: 1], existiert fiir jedes f € F auch ein Punkt (1: 2 :y) € O'N(1: A: A) mit 2™ = f, ndmlich
(lix:y)=0:2:2)%=1:2:t'2). Wegen (1:0: -2))" =(1:0: -2t71)"=(0:0:1)
ist demnach (O')™ nicht in einer Geraden enthalten. Um einzusehen, dafi (O')™ kein Oval ist,
betrachte wieder Punkte (1 : = : y) € (1 : A : A) und, falls (1 : z : y) € O’ N K(1 + te.)?°"
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ist fiir 1 + te. € Eg NEy, die Tangenten durch (1 : x : y) an K(1 + te.)?°". Fiir e. # 0 ist das
Bild so einer Tangente gleich [y™ — e : 0 : 1], fiir ec = 0 (d.h. (1 : 2 : y) € K(1)?°7) hat man
[y™ : 0 : 1]. All diese Geraden treffen sich im Punkt (0 : 1 : 0), deshalb kann (O')™ kein Oval sein
(vgl. Bem. 4). Also existieren zwei verschiedene Geraden I, 15 in Ps(F), so dal (O")™ =1; Ul ist
oder (O/)ﬂ = ll U l2\l1 N l2.

Betrachte nun die Punkte (1 : 0 : 0),(1 : 0 : —2t7!) € O’ N K(1)P°7 sowie die zugehdrigen
Bildpunkte (1 : 0 : 0),(0 : 0 : 1) € O'™. Wenn diese Punkte beide regulir wiren, hiitte man
(wieder wegen Bem. 4) oBdA. I; = [0:0:1],lo = [2t72:0:1]" = [1:0: 0] = [o0]. Da fiir
1+ te € (Eg NEq)\{1} jedoch (K(1+te)’* N (1:A:A))"N[0:0:1] =0 ist, wie man leicht
nachrechnet, folgt

O'N(1:A:A) =KD N(1:A:A).

Andererseits ist (1: A : A)(ﬂ”)fl = (1:¢t™A: 1+ tA) und deshalb
ON1:0:1)" =K(1)Nn(1:0:1)" .

Die Kollineationsgruppe G enthélt eine Involution, die von

1 0 0 1 0 0
0O 1 O oder | 0 -1 O
0 0 -1 0O 0 -1

induziert wird und (1: 0: 1)™ " auf (1:0: —1)™ ' abbildet (vgl. (3)). Da keine Kegelschnitte K (1)
mit 7™ # 1 an O beteiligt sind, ist O C (1:0:1)™  U(1:0:—1)" ', also O C K(1),0 # K(1).
Widerspruch.
Die Punkte (1:0:0) und (0:0: 1) € O'™ sind also nicht beide regulidr. Wir kénnen oBdA. anneh-
men, daf (0: 0 : 1) regulér ist und (1 : 0 : 0) nicht. Dann ist o0BdA. Iy = [oo] und (1:0:0) = 3Ny,
Widerspruch.

(6) Wir zeigen, dafl O™ kein Oval ist.

Aus (4), (5), Satz 3 und der Annahme, da§ O ein Oval ist, folgt, dal O™ ein Oval ist, also O™ = K
fiir einen Kegelschnitt K in Po(F). Da (1:0: 1) und (1 :0: —1) Punkte von K sind und [-1:0: 1]
bzw. [1: 0 : 1] die Tangenten an K in (1:0: 1) bzw. (1:0: —1) sind einerseits, andererseits der
Punkt (1:0:0) kein Punkt auf K ist, wird K représentiert von einer Matrix Q(K) mit

1 0 O
QK)=(0 d 0 |,deK..
0 0 -1
Aus K N [oo] = () folgt weiter, dal d keine Quadratzahl in F ist.
(6a) Ist n € Ey und K(n) an O beteiligt, so ist n™ = 1.
Es sei 77 € Eg und K (1) an O beteiligt. Fiir (1: 2 :y) € K(n) N O ist die Tangente 77, an O
in (1: 2 :y) gleich der Tangente T(Ifin;) =[-n:—1tz:yl an K(n) in (1: 2 : y). Dann mu8 fiir
(1:2:y) € O wegen Bemerkung 4(2) gelten:
T 1 ™ vy T iy ™ ™
[—n PoeT Y |=[1:de™: —y"] =[-1:—da™ : y7]

Daraus folgt fiir y™ #0 und (1:z:y) € ONK(n), dal n™ =1 ist, also:
(l:z:9)€0,yeE = (1:2"7:y") e (KQ))"
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Da K hochstens zwei Punkte (1 : 2’ : ') besitzt mit y' = 0, folgt |[K N K(1)"| > ¢ — 1 fiir
g=p",neN,und F = GF(q).

Ist g —1 > 5, s0 ist K = K(1)7, denn fiinf Punkte in allgemeiner Lage bestimmen bekanntlich
einen Kegelschnitt eindeutig. Es ist aber auch K(n)™ N K(1)™ = 0 fiir ™ # 1 und deswegen dann
ONK(n) =0 fir p™ # 1.

Ist ¢ = p = 3, so ist der Eintrag d der Matrix Q(K) gleich 1 oder —1, also K = K(1)™ oder
K=K-1)"DaK(1)"NK(-1)" =0 ist und (1:0: 1) sowie (1:0: —1) auf K liegen, folgt
K(1)™ = K und O N K(n) =0 fir n™ # 1.

Fiir ¢ = p = 5 ist ebenfalls K = K(1)™, denn wire K # K(1)™, so wére der Eintrag d der Matrix
Q(K) von L verschieden. Dann kann man nachrechnen, daf K N K(1)™ = {(1: 0 : £1)} ist, also
|[K N K(1)"| = 2, im Widerspruch zu |K N K (1)™| > 4. Also ist auch hier kein K (n) mit n™ # 1 an
O beteiligt.

Insgesamt, wenn J eine Indexmenge ist mit {1+¢;: j € J} = (Eog NE)\{1},¢; # €j fiir

J# 75, 5,5 €J, ¢j =tej, ej €K, ist

oc || JKO+¢) | UKQ).
JjEJ

(6b) Wir betrachten fiir eine geeignete Kollineation 7 das Oval O7, so daf das 7-Bild von O7
gleich der Vereinigung zweier Geraden (eventuell ohne Schnittpunkt) ist.

Es sei die Matrix T' € GL3(K) gegeben durch

1 0 0 1 0 0 1 0 0
T=(0 t* 0 0 1 0] = 0 t=t 0
0o o0 ¢! -1 0 1 —t=t 0 ¢!
und die von T représentierte Kollineation sei 7. Fiir j € J ist dann K (1 +¢;)7 gegeben durch die
Matrix
—6]' 0 1
1 0 t
der Kegelschnitt K(1)” habe die Matrix Qq,
0 0 1
Q=0 - 0
1 0 t

Fiir (1:2:y) € (1:A: A)NOTNK (1+¢;)7 ist die Tangente an OT dann gleich [y—e; : —La : 1+4y],
fir (1:2:y) € (1:A:A)NOTNK(1) ist die Tangente an O7 gleich [y : —Lz : 1 + ty]. Da die
Bilder dieser Tangenten sich im Punkt (0 : 1 : 0) treffen, ist (O7)™ kein Oval (vgl. S. 29). Es gibt
auch keine Gerade in Py(F), in der (O7)™ enthalten ist:

Die Punkte (1 : 0 : 1)" = (1 : 0:0)und (1 : 0 : =1)7 = (1 : 0 : —2t71) liegen auf O7,
also enthélt (O7)™ die Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1). Es gibt auBerdem mindestens einen
Punkt (1 : 2 :y) € Omit x € Eund y € A. Dannist (1 : z : y)” = (t : z : y — 1) und
(t:xz:y—1)"=0:2":9"=1) € (O7)" N ([oc]\{(0: 0: 1)}). Also enthilt (O™)™ drei nichtkolli-
neare Punkte.

Demnach existieren zwei Geraden g, h in P2(F) mit (O7)™ = gU h oder (O7)™ = gU h\g N h. Die
Punkte (1 : 0 : 0) und (0 : 0 : 1) sind beide reguldre Punkte von (O7)™, denn wére einer nicht
reguldr, oBdA. (1:0:0), so wére (1:0:0) =¢gnNh. Wenn (0:0: 1) € h ist, ist wegen der Nicht-
regularitit von (1: 0 : 0) das m-Bild der Tangente an O7 in (1:0: —2¢t~!) gleich h = [0 : 1 : 0].
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Aber die Tangente an O™ in (1:0: —2¢71) ist gleich [1: 0 : £], also ihr Bild gleich [1: 0 : 0] = [o0].
Es folgt, dal (1:0:0) und (0:0: 1) beide reguldr sind und weiter h = [oo],g =[0:0: 1].

(6¢) Zuletzt zeigen wir, da O N (1:0:1)" = K(1)N(1:0:1)™  ist und leiten dazu einen
Widerspruch her.

Fiir j € Jist (K(1+¢;)7)" enthalten in [1:0: 0JU[e] : 0: —2], wegen O™7 =[1:0:0]U[0:0: 1]
ist deshalb O"N(1:A:A)=K(1)"N(1:A:A). Deshalb ist

(OTN(1:AA)) =0N(1:M:1+M)=K(1)Nn(1:M:1+M).

Werfen wir nun einen Blick auf Go- N G5, < B = M x (I™), B die Buekenhoutgruppe von
Go~ = Gk, die von den Involutionen mit Zentrum auf [co] und Achse durch (1 : 0 : 0) erzeugt
wird (vgl. Def. 8, Seite 74). Die Gruppe M ist zyklisch und hat die Ordnung g+ 1, d.h. es existiert
ein v9 € B mit {79) = M, 0(v9) = g + 1. Diese Buekenhoutgruppe B hat genau zwei verschiedene,
auf K (scharf einfach) transitive echte Untergruppen, ndmlich (o) und (73, ), dabei ist c € MI™
eine beliebige Involution, deren Achse aber eine Passante bzgl. K ist.

Da Go transitiv auf O ist, ist auch G, transitiv auf O™ = K. Also ist GL, = B oder G}, = (7o)
oder G%, = (4¢,1) fiir ein « € MI™ mit einer Passante als Achse. Da O # K(1) ist, existiert ein
j € J,so0daB K(1+¢;) an O beteiligt ist. Wegen ON(1:0:1)™ ' = K(1)Nn(1:0: 1) st
auch ON(1:0:-1)" " = K(1)N(1:0: —1)" ', denn die Involution aus (3), die (1: 0 : 1)
auf (1 : 0 : —1) abbildet, hat ein wohldefiniertes n-Bild in der PGL3(F). Es existiert also ein

Punkt (1 : 2’ : ¢/) € Po(F)\{(1 : 0 : £1)} und ein Punkt (1 : =z : y) € O N K(1 + ¢;) mit
(1:z:y)™=(1:a':y"). Dann existiert wegen der Transitivitit von G eine Kollineation v € G
mit (1:0:1)Y = (1:x:y), induziert durch 4, (u,v) € G,
10 0
As(u,v) =0 u ocav |, u,v €K, Tt 1+¢€;, oav =z, 0u=y,(«",y") # (0,£1).
0 v ou
Es ist ¢ = 1, denn sonst enthielte wegen
1 0 0
(Afl(uﬂ}))Q = 0 ﬁ 0
0 0 1

1+e;
das Oval die Punkte (1 : 0 : (ﬁ)k) fir kK € {0,...,p — 1}, das sind mindestens drei kollineare

Punkte. Es folgt, da 7™ € M ist und deshalb (y7T1)™ = (y7)4+! = id, ~™ £ id. Da (K(1))""" #
K (1) ist wegen (1 + ¢;)9t! # 1 einerseits, andererseits 4y9t1((1: 0 : 1)™ ) = (1:0: 1)™ = gilt
wegen (y4TH)™ =id, gibt es in (1:0: 1)’7_1 mindestens einen Punkt auf O\ K (1). Widerspruch. O
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Kapitel 2

Kurven mit unendlichem
Stabilisator

GENERALVORAUSSETZUNG: ALLE BETRACHTETEN KORPER HABEN EINE VON
2 VERSCHIEDENE CHARAKTERISTIK.

Die hier verwendeten Begriffe und Notationen der projektiven Geometrie finden sich in Abschnitt
1.2.1.

Eines der Ziele dieses Teiles der Arbeit ist es, iiber einem nicht notwendig algebraisch abgeschlos-
senen Korper K der Charakteristik # 2 algebraische Kurven C vom Grad > 2 in P»(K) zu untersu-
chen, deren Stabilisator G¢ in der linearen Kollineationsgruppe PG L3(K) eine unendliche Gruppe
ist. Die zweite zentrale Frage, die behandelt wird, ist, wann zwei oder mehr algebraische Kurven
in P2(K) einen unendlichen gemeinsamen Stabilisator in PG L3(K) haben kénnen. Der Korper K
ist dann natiirlich kein endlicher Koérper.

Wenn man eine algebraische Kurve C' C P5(K) als die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms
F € K[w, x,y] auffaBt, ist schlimmstenfalls C' = ), z.B. fiir K = R und F(w,z,y) = w? + 2% + y°.
Solche Sonderfille sollen ausgeschlossen werden durch die Forderung, da auf C' unendlich viele
Punkte von Ps(K) liegen. Wenn C' die Nullstellenmenge von F' ist mit

F=G}"-...-G;», neN, r; € N, G, irreduzible homogene Polynome in K[w, z, y],

so besteht C' aus den Komponenten C1,...,C,, wobei C; die Nullstellenmenge von G; ist fiir
i=1,...,n und oBdA. C; # 0 gilt. Dann hat G¢ einen Normalteiler N, fiir den gilt:

N = ﬂ Ge,, Ge, der Stabilisator von C; in der PG L3(K)

i=1

[Gc:N]<OO

Kennt man die Stabilisatoren irreduzibler Kurven, so kennt man demnach auch die Stabilisatoren
reduzibler Kurven, deshalb kann man sich auf die Betrachtung irreduzibler Kurven beschréanken.

Ist der Korper K nicht algebraisch abgeschlossen, bietet es sich an, die gesamte Situation im
algebraischen Abschluf L von K zu betrachten. Dabei wird entweder eine Kurve C' C Ps(K),
gegeben durch das Polynom F' € K[w, z,y] mit

C={(w:z:y) € P2(K): F(w,z,y) =0}, |C|] =00
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um ihre nicht-K-rationalen Punkte erweitert, also
C={(w:xz:y) € P(L): Flw,z,y) =0} C Pa(L),

oder aber fiir eine Kurve C' C P3(LL), gegeben durch F' € L{w, x, y], die Menge CNP2(K) betrachtet.
Die projektive Ebene P2(K) mit ihrer Kollineationsgruppe PG L3(K) wird dabei kanonisch einge-
bettet in Pa(L) bzw. PGL3(L): Punkte und Kollineationen werden durch Vektoren und Matrizen
bzgl. kanonischer Basen représentiert. Ein Punkt P € P»(LL) bzw. eine Kollineation o € PGL3(L)
ist dann in P2(K) bzw. PGL3(K) enthalten, wenn P einen Reprisentanten v € K3 bzw. a einen
Reprisentanten A € GL3(K) hat. Wenn nun I'ce der Stabilisator von C® in der PGL3(LL) ist,
ist G¢ — identifiziert mit I'ca N PGL3(K) — eine Untergruppe von T'ce: Ist v € PGL3(K) eine
Kollineation, die von der Matrix A € GL3(K) reprisentiert wird, so ist C7 die Nullstellenmenge
des Polynoms Fo A1, Ist v € Ge, so ist F = FoA~! und damit v € I'ca, denn wenn das Polynom
einer Kurve unverdndert bleibt, dann auch die Kurve selbst.

Hat eine iiber K definierte Kurve C eine unendliche Kollineationsgruppe Ge, so ist auch |T'¢ca| = c0.
Umgekehrt kann G¢ keine unendliche Gruppe sein, wenn I'¢ce eine endliche Gruppe ist. Deshalb
werden in den folgenden Abschnitten alle irreduziblen algebraischen Kurven iiber algebraisch ab-
geschlossenen Koérpern L klassifiziert, die eine unendliche Kollineationsgruppe in der PGL3(L)
gestatten. Auflerdem wird untersucht, wann der Schnitt der Kollineationsgruppen verschiedener
Kurven in Ps(LL) eine unendliche Gruppe ist. Es stellt sich heraus, daf§ das nur fiir projektiv dqui-
valente Kurven der Fall sein kann. Sind die Kurven und Gruppen im algebraischen Abschlufi L
bekannt, kann man sich mit der Situation iiber K auseinandersetzen.

Es ist sinnvoll, die (irreduziblen) algebraischen Kurven einerseits nach ihrem Grad einzuteilen,
andererseits zu unterscheiden, ob eine singulédre oder nichtsingulare Kurve vorliegt. Der erste Ab-
schnitt befafit sich mit den Kurven vom Grad 2, den Kegelschnitten. Insbesondere der gemeinsame
Stabilisator mehrerer Kegelschnitte wird untersucht, denn dafl der Stabilisator eines Kegelschnit-
tes fiir |K| = oo eine unendliche Gruppe ist, ist allgemein bekannt (vgl. [5]). Der zweite Abschnitt
behandelt nichtsinguldre Kurven vom Grad > 3, der dritte Abschnitt singuldre Kurven.

2.1 Kegelschnitte

2.1.1 Einfiihrung

Das Folgende ist bekannt und findet sich bei Blaschke [2], Buekenhout [5] sowie Hughes und Piper
[7]. Um einheitliche Notationen und Begriffe zur Verfiigung zu haben, fassen wir das Nétige hier
zusammen.

Es sei in diesem Abschnitt K ein beliebiger Koérper der Charakteristik # 2. Ein Kegelschnitt K in
P2(K) ist die Nullstellenmenge eines irreduziblen homogenen Polynoms F' € K[w, z,y] vom Grad
2. Dabei ist zu beachten, daf fiir nicht algebraisch abgeschlossene Korper diese Nullstellenmenge
eventuell leer ist. Diesen Fall wollen wir aber grundsétzlich ausschlieflen.

Fiir F(w,z,y) = aw? + 2bwz + 2cwy + dz? + 2exy + fy? liegt der Punkt P = (w : x : y) auf dem
durch F' definierten Kegelschnitt K, wenn

a b ¢ w w
(w,z,y) | b d e z | = (w,z,y)Qkx | z ]| =0
c e f Yy Yy

ist. Die in dieser Gleichung auftretende Matrix Qx ist — bis auf multiplikative Vielfache — durch F’
bzw. K eindeutig bestimmt. Man kann einen Kegelschnitt auch als Menge der absoluten Punkte
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einer orthogonalen Polaritdt auffassen. Deren Wirkung auf Punkte ist dann durch die Matrix Qx
gegeben. Fiir einen Punkt P = (w : x : y) sei

w’ w
| =Qkg | =z
Yy y

Dann ist die Polare von P die Gerade [w’ : 2’ : 3/]. Hat ein Kérper K involutorische Kérperau-

tomorphismen, so mufl man zwischen orthogonalen und nichtorthogonalen Polaritéiten unterschei-
den. Nichtorthogonale Polaritéten spielen allerdings bei der Beschreibung von Kegelschnitten keine
Rolle. Deshalb verwenden wir den Begriff Polaritdt und meinen damit immer eine orthogonale Po-
laritét.

Fiir eine Polaritét = sei A(w) die Menge der absoluten Punkte von 7. Bekanntlich ist entweder
A(m) = 0 oder aber ein Kegelschnitt. Umgekehrt existiert fiir jeden Kegelschnitt K eine Polaritét
7w mit A(m) = K.

DEFINITION 7 (a) Es sei IT die Menge aller Polaritidten von Pz (K).

(b) Es sei II* = {w € I1: A(rm) # 0}.

(c) Fiir eine Teilmenge M CII sei M* = {w € M : A(rn) # 0}.

(d) Fiir m € II* sei K, = A(n) der von 7 induzierte Kegelschnitt.

(e) Fiir einen Kegelschnitt K sei mx die Polaritéit aus IT*, fiir die gilt: A(rg) = K.

(f) Ein Dreieck mit Ecken Z;, Z2, Z3 bezeichnen wir mit A(Zy, Z3, Z3) oder einfach mit A. Wenn
wir von Dreiecken reden, ist immer vorausgesetzt, dafl die drei Ecken paarweise verschieden und
nicht kollinear sind.

(g) Es sei m € II, P ein Punkt und g eine Gerade der projektiven Ebene P(K). Das Paar (P, g)
heifit Pol-Polaren-Paar bzgl. 7, wenn g = P™ ist.

Ist 7 € IT* und induziert den Kegelschnitt K, so heiit (P, P™) auch Pol-Polaren-Paar von K.
(h) Es sei m € I und A ein Dreieck, dessen Ecken Z;, Zs, Z3 nicht in A(7) liegen.

A heif3it Poldreieck bzgl. 7, wenn gilt:

Zij = (Zx N Z)" Vi, k1 €{1,2,3}, Ak #L#]

Ist 7 € IT* und induziert den Kegelschnitt K, so heiit A auch Poldreieck von K.

(i) Es sei M = {m; : i € I} eine nichtleere Menge von Polaritéten, P ein Punkt und g eine Gerade
in P2(K). Das Paar (P, g) heifit Pol-Polaren-Paar bzgl. M, wenn fiir alle ¢ € T gilt: g = P™.

(j) Es sei M = {m; : i € I} eine nichtleere Menge von Polaritéten und Zi, Zs, Z3 seien drei
verschiedene nichtkollineare Punkte in P2(K), so dafl fiir jedes ¢ € I keiner dieser Punkte ein
absoluter Punkt von 7; ist.

Das Dreieck mit Ecken Z1, Zs, Z3 heifit Poldreieck bzgl. M, wenn fiir jedes ¢ € I gilt:

Zi = (ZkNVZ)" Vi k1 e{1,2,3}, j#k#1#]

(k) Fiir eine nichtleere Menge M = {m; : ¢ € I} mit m; € [I* Vi € I und Kpy := {K,, : i € I}
sei (P, g) ein Pol-Polaren-Paar bzgl. M. Dann sagen wir auch, (P, g) ist ein Pol-Polaren-Paar der
Kegelschittmenge s oder (P, g) ist gemeinsames Pol-Polaren-Paar der Kegelschnitte K ,.

() Fiir eine nichtleere Menge M = {m;: i € I} mit m; € II* Vi € I und Kpy := {K,, : i € I} sei
A ein Poldreieck bzgl. M. Dann sagen wir auch, A ist ein Poldreieck der Kegelschittmenge /Ky,
oder A ist gemeinsames Poldreieck der Kegelschnitte K, .
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Abbildung 2.1: Involutionen

Verlassen wir nun vorerst die Polaritaten und wenden uns dem Stabilisator G eines Kegelschnittes
K in der linearen Kollineationsgruppe PG L3(K) zu.

SATZ 17 (vgl. Buekenhout [5]) G operiert scharf dreifach transitiv auf den Punkten von K, ist
isomorph zur PG Ly (K) und wird von Involutionen erzeugt. Jede Kollineation aus Gk ist Produkt
zweter Involutionen aus G .

Es sei m die Polaritit, deren absolute Punkte den Kegelschnitt K bilden. Jede Involution I € Gk
ist eine Homologie, also eine Perspektivitit, deren Zentrum und Achse nicht inzidieren. Zentrum
und Achse sind ein Pol-Polaren-Paar bzgl. w. Die Menge aller Involutionen in Gk bezeichnen wir
mit Zx. Zu jedem Punkt Z € P2(K)\K existiert genau eine Involution Iz € Gg mit Zentrum Z
und Achse Z™, die auf K folgende Wirkung hat (vgl. Abbildung 2.1):

K — K
Iy: P o P, falls Z v P Tangente an K ist
P':=((Zv P)NnK)\{P}, falls ZV P Sekante an K ist

Eine wichtige Klasse von Untergruppen von Gk wird spéter eine wichtige Rolle spielen. Diese
Untergruppen werden von Involutionen erzeugt, deren Zentren kollinear sind:

DEFINITION 8 Fiir eine Gerade g und einen Kegelschnitt K in Py (K) sei
9« (K) := g\(K N g). Die Untergruppe G4 (K) < Gk ist dann folgende Gruppe:

Gy(K):=(Iz €Ik : Z € g.(K))

So eine Gruppe G4(K) nennen wir Buekenhoutgruppe. Ist g Sekante, Tangente oder Passante an
K, so heifit G4(K) Buekenhoutgruppe vom Sekanten-, Tangenten- bzw. Passantentyp.

SATZ 18 (vgl. [5]) G4(K) lafit sich in ein semidirektes Produkt G4(K) = N x (I) zerlegen.
Dabei ist N abelsch und operiert requlir auf K\(K Ng). Ferner ist I eine beliebige Involution aus
{Iz €Ik Z € g (K)}.
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affin projektiv

Abbildung 2.2: Der Kegelschnitt Ky affin und projektiv

Bekanntlich (vgl. [7], S.52) operiert die PGL3(K) transitiv auf der Menge aller Kegelschnitte von
P2 (K). Will man explizit rechnen, empfiehlt es sich, einen giinstigen Vertreter zu withlen. Es sei ab
jetzt Ko = {(w: z :y) € P2(K) : wy = 22}, weiter G, der Stabilisator von Ky in der PGL3(K)
und 7y die Polaritiit mit A(my) = Ko. Identifiziert man den Punkt (z,y) € K? der affinen Ebene
mit dem projektiven Punkt (1: z : y) € Pa(K), so entspricht der Kegelschnitt Ky im Affinen der
Parabel mit der Gleichung y = 2?2 (vgl. Abbildung 2.2).

Die Punkte auf Ky kénnen parametrisiert werden, und zwar
Ko={(1:2:2%) € P2(K): 2 € K}U{(0:0:1)}.

Fiihrt man wie {iblich das Symbol co ein und setzt (1 : 0o : 00?) := (0: 0 : 1) sowie Ko, := KU{oo},
soist Ko ={(1:2:22) € Po(K): =€ K}

Mit Hilfe dieser Parametrisierung kann man das sog. Doppelverhéltnis am Kegelschnitt definieren:
Fiir 2 € Koo und P, = (1 : 2 : 22) € Ko C Pa(K) sei P, := (1 : x) € P1(K) der entsprechende
Punkt auf der projektiven Geraden. Dann ist fiir vier verschiedene Punkte P, , ..., P, auf K ihr
Doppelverhiltnis D gegeben durch das klassische Doppelverhéltnis der zugehorigen Punkte ?I in
P1(K) (vgl. [7], S.54):

D = DV(PIO’le’ Px27PiES) = Dv(ﬁ)xgv-ﬁzlv ﬁzgyﬁzg)

Die spezielle Wahl von K gestattet nicht nur eine Parametrisierung der Punkte auf K, sondern
auch eine sehr giinstige Darstellung von G, , giinstig insofern, dafy man einen Isomorphismus (vgl.
Satz 17, S.74)

@;{ Gk, — PGLy(K) }

a — a¥

erhilt, der sich mit Hilfe des Matrizenkalkiils beschreiben 148t.
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HILFSSATZ 19 Der Kegelschnitt Ko = {(w : x : y) € P2(K) : wy = 2%} hat in der PGL3(K)
den Stabilisator G, , der induziert wird von allen Matrizen A € GL3(K) mit

a® 2ab b2
A= ac ad+bc bd |, ad—bc#0.
c? 2cd d?

Identifiziert man Kollineationen in PGL3(K) bzw. PGLy(K), die durch eine Matriz A € GL3(K)
bzw. GLo(K) induziert werden, mit K, - A, so gilt:
Der Isomorphismus ¢ : Gg, — PGL2(K) ist gegeben durch

a? 2ab b? -
o |Ki-| ac ad+bc bd :K*-(C d).
c? 2cd d?

Beweis: [7], S.53.

Die Gruppe Gk, kann man in verschiedene nichttriviale Konjugiertenklassen einteilen, die man am
einfachsten iiber das Bild in der PGL2(K) erhélt. Wir beschreiben sie durch fiinf Typen R; von
Matrizen der GLy(K):

()
o (0 D)o

R [

m - ()

meo= (0 ) sexaaage)

Dabei ist S ein vollstdndiges Repréisentantensystem der Nichtquadratklassen von K, und K ist
eine Teilmenge von K, \{—1,1} mit der Eigenschaft

(deﬂgﬁégK)/\(VdeK*\{—l,l}: deKvéeK).

Der Ubersichtlichkeit halber fassen wir die Typen noch einmal in einer Tabelle zusammen:
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Typ Reprisentant fiir die PG Lo (K) Repréisentant fiir G p¢ Charakteristisches Po- | geometrische Eigenschaften
lynom
1 0 1 0 0 5
R1 (o 71) 0 -1 0 x(z) = (z 4 1)(z — 1) auf K hyperbolische Involu-
0o o0 1 tion mit Zentrum (0 : 1 : 0)
und Achse [0 : 1 :0]
0o 1 0 0 1 5
Ra {(a 0) D a € S} 0 a 0]: a€esS x(z) = (z + a)(z — a) auf K elliptische Involution
a2 0 o0 mit Zentrum (1 : 0 : —a)
und Achse [—a : 0 : 1]
1 0 N 1 0 0 _
R3 {(0 d) s de K} 0 d 0 ):deR X(@) = (v — 1) genau drei Fixpunk-
0 0 d (z — d)(z — d*) te (1:0:0),(0:1:0),
(0:0:1), zwei davon auf K
11 1 2 1
Ry (0 1) 0o 1 1 x(z) = (z — 1)3 genau ein Fixpunkt
0 0 1 (1:0:0), und zwar auf
K
0 1 0 0 1
Ry {(7A 1) 1 —4A g K2} ( 0 —-A 1) x(z) = (& — A) genau ein Fixpunkt
A2 _2A 1 (22 4+ z(2A — 1) + A2) (2:1:2A), und  zwar
ein bzgl. K innerer Punkt

Man beachte insbesondere, dafl es in Gk, keine Perspektivitdten gibt bis auf involutorische Ho-
mologien. Spéter brauchen wir fiir den Beweis des Satzes 20 noch eine Klassifikation der Elemente
der Ordnung drei fiir algebraisch abgeschlossene Korper K. Fiir charKK # 3 existiert dann eine
dritte primitive Einheitswurzel £. Man kann, weil Gk, scharf dreifach transitiv auf K ist, oBdA.
annehmen, daf} ein Element v € Gk, der Ordnung 3 den Punkt (1 : 1 : 1) auf (1 : £ : £2), den
Punkt (1:¢: &%) auf (1:€2:¢) und den Punkt (1:¢2: &) auf (1:1:1) abbildet. Dann wird
induziert von der Matrix

1 0 0

0 ¢ 0

0 0 ¢
Fiir charK = 3 existieren keine dritten primitiven Einheitswurzeln. Deshalb kann die Matrix eines
Elementes v der Ordnung 3 nicht diagonalisierbar sein. Es muf} folglich v der Konjugiertenklasse
R4 entstammen, da fiir algebraisch abgeschlossene Korper die Klassen Ry und R leer sind.

Zuletzt wollen wir noch definieren, was wir unter Kegelschnittscharen verstehen:

BEMERKUNG und DEFINITION 9 Es sei £ = {K; : i € I} ecine nichtleere Menge von
paarweise verschiedenen Kegelschnitten. Fiir ¢ € I sei m; := 7k, die Polaritét, deren absolute
Punkte den Kegelschnitt K; bilden. Die Menge dieser Polaritéiten bezeichnen wir mit IIx = {x; :
iel}.

Die Menge K heifit Kegelschnittschar, wenn einer der folgenden Félle zutrifft:

(1) Es gibt eine Gerade g und drei verschiedene nichtkollineare Punkte S1, S, F', so dafl gN K; =
{51,852} ist und g™ = F Vi € I.
Weiter existiert fiir jeden Punkt P, der nicht auf dem Dreiseit mit Ecken S7, S, F' liegt, genau
ein i € I mit P € K;. Die Menge K bildet also eine einfache Uberdeckung der Punktmenge
der projektiven Ebene bis auf dieses Dreiseit.

(2) Es gibt eine Gerade g und einen Punkt F auf g, so dal g N K; = F ist und g™ = F fiir jedes
i € I. Weiter existiert fiir jeden Punkt P, der nicht auf g liegt, genau ein i € I mit P € K;.
Die Menge K bildet also eine einfache Uberdeckung der Punktmenge der projektiven Ebene
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S,

g Sekante g Tangente g Passante

Abbildung 2.3: Kegelschnittscharen

bis auf die Gerade g.

(3) Es gibt eine Gerade g und einen Punkt F' & g, so da g N K; = 0 ist und ¢™ = F fiir
jedes i € I. Weiter existiert fiir jeden Punkt P, der verschieden von F' ist und nicht auf g
liegt, genau ein i € I mit P € K;. Die Menge K bildet also eine einfache Uberdeckung der
Punktmenge der projektiven Ebene bis auf die Gerade g und den Punkt F'.

Fiir eine Schar, die dem Fall (1) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Sekante der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F') ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K. Fiir j € {1,2} ist S; V F' Tangente an
K; Viel.

Fiir eine Schar, die dem Fall (2) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Tangente der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F) ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K.

Fiir eine Schar, die dem Fall (3) entspricht, ist die Gerade g eine gemeinsame Passante der Kegel-
schnitte der Schar, (g, F') ist ein Pol-Polaren-Paar bzgl. K.

Diese drei Typen von Kegelschnittscharen kann man sich an Bildern iiber den reellen Zahlen ver-
anschaulichen (vgl. Abbildung 2.3, im Bild rechts ist g als unendlich ferne Gerade aufzufassen).
Fiir K # R mufl man allerdings mit solchen Bildern vorsichtig sein: Je nachdem, wieviele Quadrat-
klassen der Kérper K besitzt, treten Scharen vom dritten Typ némlich entweder garnicht auf (z.B.
K algebraisch abgeschlossen), oder aber es gibt fiir ein Paar (g, F') verschiedene nicht projektiv
dquivalente Scharen vom Typ (3). Niheres hierzu findet sich in Satz 22.

Kegelschnittscharen vom Typ (1) nennen wir auch Scharen vom Sekantentyp oder Sekantenscha-
ren. Analog verwenden wir fiir Scharen vom Typ (2) bzw. (3) die Begriffe Scharen vom Tangenten-
bzw. Passantentyp oder Tangenten- bzw. Passantenscharen.
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2.1.2 Der gemeinsame Stabilisator zweier Kegelschnitte iiber einem al-
gebraisch abgeschlossenen Korper

Um den gemeinsamen Stabilisator zweier Kegelschnitte iiber einem beliebigen Korper zu finden,
ist es sinnvoll, die Situation zuerst im algebraischen Abschlufl zu betrachten, denn dann schneiden
sich zwei Kegelschnitte immer in mindestens einem und hochstens vier Punkten. Der gemeinsame
Stabilisator mufl dann auf diesen Schnittpunkten operieren.

In die Untersuchung von Kegelschnitten {iber einem algebraisch nicht abgeschlossenen Koérper K mit
algebraischem Abschluf} I gehen die Ergebnisse des folgenden Satzes ein. Deshalb miissen Objekte
in P2(K) und P2 (L) in den Notationen unterschieden werden. Insbesondere die Buekenhoutgruppen
bezeichnen wir deshalb, wenn ein algebraisch abgeschlossener Koérper zugrunde liegt, nicht mit
G4(K), sondern mit I'y (K).

SATZ 20 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik # 2. Es seien K
und K, zwei verschiedene, nichtentartete Kegelschnitte in P2(L) und Tg,T'y < PGL3(IL) deren
Stabilisatoren sowie I' = T'o N T’y ihr gemeinsamer Stabilisator.

Dann gilt:

(1) Ist T endlich, so ist T' isomorph zu einer der folgenden Gruppen:
id, 227 ZQ X ZQ, A4

Fiir charll # 3 wird jede der angegebenen Gruppen durch geeignete Kegelschnitte Ko, Ky
realisiert. Fir charll = 3 entfdllt die Ay.

(Ia) Ist T' = id, so haben Ky und Ky zwei Punkte gemeinsam. In einem der Punkte stimmen die
Tangenten der beiden Kegelschnitte iberein, tm anderen nicht.

(Ib) Ist T = Zs, so haben Koy und K drei Punkte gemeinsam. In einem der Punkte stimmen die
Tangenten der beiden Kegelschnitte tberein, in den anderen beiden nicht. Die zwei Kegel-
schnitte haben genau ein Pol-Polaren-Paar gemeinsam.

(Ic) Ist T = Zo X Zo oder T' = Ay, so haben Ky und K; vier Punkte und (genau) ein Poldreieck
gemeinsam.

(IT) Ist |T'| = o0, so ist I' eine Buekenhoutgruppe.

(Ila) Ist T' eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp, so haben Ky und Ky genau einen Punkt
gemeinsam, in dem auch thre Tangenten tbereinstimmen. Die Zentren der Involutionen, die
die Buekenhoutgruppe erzeugen, liegen auf dieser Tangente.

(IIb) Ist T eine Buekenhoutgruppe vom Sekantentyp, so haben Ky und K genau zwei Punkte
gemeinsam, in denen auch ihre Tangenten tbereinstimmen. Die Zentren der Involutionen, die
die Buekenhoutgruppe erzeugen, liegen auf der Verbindungsgeraden der beiden gemeinsamen
Punkte.

Beweis:
(1) Da die PGL3(L) transitiv auf der Menge aller Kegelschnitte operiert, kann man oBdA. anneh-
men:

Ko={(w:z:y)€P(L): wy=22}={0:0:1)}U{(1:2:2%) € Py(L): z €L}
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Es sei my bzw. 7 die Polaritit, deren Menge von absoluten Punkten gleich dem Kegelschnitt K
bzw. K, ist. Dann ist o := m 7 eine Kollineation in PGL3z(L). Uber L hat jeder Reprisentant
A € GL3(L) von « einen Eigenvektor, da das charakteristische Polynom von A mindestens eine
Nullstelle besitzt, also hat o mindestens einen Fixpunkt. Fiir jeden Punkt P € Py(L) gilt:

P¥=P «— P™ =pm

Deshalb gibt es mindestens einen Punkt der Ebene, auf dem 7y und 7 gleich wirken.

(2) Wir betrachten den Fall, daf es einen Fixpunkt P von « gibt, der auf K liegt.

Dann ist P™ die Tangente von P an K. Es mufl auch P € K; gelten wegen P € P™ = P™_ Also
beriihren sich Ky und K3 in P und haben dort dieselbe Tangente, es folgt | Ko N K| < 4.
Jetzt sind drei Félle zu unterscheiden, némlich |Ko N K;| = 1,2 oder 3.

(2a) Wir zeigen: Falls |Ky N K| =1 ist, ist T’ eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp.
Es sei oBdA. der Berithrpunkt P = (0: 0 : 1) und K die Nullstellenmenge der folgenden Gleichung;:
aw? + 2bwz + 2cwy + dr® + 2exy + fy* =0 (%)
Wegen (0:0:1) € K; ist dann f = 0. Da P der einzige Schnittpunkt von Ky und K; ist, folgt:
{(1:2:2%) € Pa(L): a+2bx+ (2¢c+d)x? +2ex® =0} =0
Dies impliziert a # 0, b=e =0, d = —2¢ # 0, also oBdA.
Ky ={(w:z:y) € Py(L) : wy=az*+ tw?} fiir ein t € L,.
Fiir die zu K; gehérige Polaritét ;1 und jeden Punkt R € P5(L) gilt dann:
R™M =R™ <= Re€[oo]=[1:0:0]

Das sieht man folgendermafien ein: Die Wirkung von my bzw. m; auf Punkten berechnet sich iiber
die Matrix Q¢ bzw. Q1 mit

0 0 1 -2t 0 1
Qo=(0 =2 0f,@=(0 =20
1 0 0 1 0 0

Fir R=(w:xz:y)ist R™ = [y: —2z : w] und R™ = [y — 2tw : —2z : w]. Dann ist R™ = R™
genau dann, wenn w = 0 ist. Fiir alle Punkte R auf [oo]\{(0:0: 1)} ist also R™ = R™, d.h. die
Polaren dieser Punkte bzgl. mp und m; sind gleich. Dann enthélt T' alle Involutionen aus I'g mit
Zentrum auf [0o]. Also enthilt I' die Buekenhoutgruppe I'y :=T'(K() mit g = [o0].

Es gilt: I' =T

Angenommen, es existiert ein v € I'\I'y. Es ist klar, da8 PY = P ist und g” = g. Die Kollineation
v hat auf K, entweder einen oder zwei Fixpunkte (vgl. Tabelle S.76).

Hat ~ nur einen Fixpunkt auf Ky, so ist v keine Involution, denn die Ky-Polare des Zentrums einer
Involution schneidet Ky in zwei verschiedenen Punkten. Aulerdem hat v aufler P keinen weiteren
Fixpunkt in P2(L) und g ist die einzige Fixgerade von 7. Aufgrund von Satz 17 ist dann v das
Produkt zweier Involutionen I, J € I'g, so daf} gilt:

Die Verbindungsgerade der Zentren von I und J ist gleich g,
der Schnittpunkt der Achsen von I und J ist gleich P.
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Dann ist aber v € Iy, im Widerspruch zur Annahme.

Hat v zwei Fixpunkte auf Ky, etwa S und P, so wird die Gerade [ := S V P fixiert. Da [ nicht
Tangente an K ist, existiert ein Punkt Q € I N K7 mit |{S, P,@}| = 3. Das heifit, die Gerade [
bleibt unter v punktweise fest, also ist « eine Involution mit Achse [. Dann ist das Zentrum von
v gleich {™ mit ™ € g wegen P € | & [™ € P™ = g. Also ist v € I'y, im Widerspruch zur
Annahme.

(2b) Wir zeigen: Falls |[Ko N K;| = 2 ist, ist I' entweder trivial oder eine Buekenhoutgruppe vom
Sekantentyp.

Man kann oBdA. annehmen: Ko N K; = {(1:0:0),(0:0:1)}. Die Tangenten in (0:0: 1) an Ky
und K fallen zusammen. Die Tangente 77 an K; im Punkt (1: 0 : 0) kann gleich der Tangente Tj
an Ko in (1:0:0) sein oder verschieden von Tp.

Falls T} = Tj ist, berechnet sich die Gleichung von K; analog wie in (2a) iiber den Ansatz (x)
unter Einbeziehung von (1:0:0)™ = (1:0:0)™. Man erhélt

Ky ={(w:x:y) € Pa(L): wy = ta?} fiir ein t € L,\{1}.

Die Wirkung der Polaritét m; auf den Punkten von Pa(L) ist gegeben durch die Matrix ¢ mit

0 0 1
Q=0 —2¢t 0
1 0 0

Fir R=(w:z:y)ist R™ =[y: —2z : w] und R™ = [y : —2tx : w]|. Dann ist R™ = R™ genau
dann, wenn R = (0 : 1 :0) ist oder R € [0 : 1 : 0]. Die Polaren dieser Punkte bzgl. mp und m
sind also gleich und deshalb enthélt I" alle Involutionen aus I'y mit Zentrum auf [0 : 1 : 0]. Darum
enthilt I' die Buekenhoutgruppe I'y :=T'(Ko) mit g =1[0:1:0].

Es gilt: I' =T,

Angenommen, es existiert ein v € I'\I'y. Es ist klar, da8 (0:1:0)Y = (0:1:0) ist und g7 = g.
Auflerdem hat v einen oder zwei Fixpunkte auf K, (vgl. Tabelle S.76).

Falls v nur einen Fixpunkt F' € K hat, liegt dieser dann nicht auf g. Die Gerade h := FV(0:1:0)
schneidet dann K noch einmal in einem Punkt, der unter y festbleiben miifite, denn die Tangenten
an Ko durch (0:1:0) beriihren Ky in den Punkten (1:0:0) und (0:0: 1), diese liegen aber auf
g. Widerspruch.

Falls v zwei Fixpunkte hat, etwa @ und R, so bleibt auch der Pol Z der Verbindungsgeraden
h := @ V R fest. Ist h von g verschieden, so gibt es mindestens einen weiteren Fixpunkt von -~y
auf h, namlich einen der Schnittpunkte von A mit K;. Dann ist A punktweise fest. Da es in 'y
abgesehen von involutorischen Homologien keine Perspektivititen gibt (vgl. die Bemerkungen nach
der Tabelle auf Seite 76), ist 7y eine Involution mit Achse h und Zentrum Z # (0 : 1 : 0). Es mufl
also (0:1:0) auf der Achse h von « liegen und Z auf g, sonst wiirde + nicht die Punkte (1:0: 0)
und (0 : 0 : 1) vertauschen. Dann ist wieder v € I'y, im Widerspruch zur Annahme.

Falls v die Fixpunkte (1:0:0) und (0:0: 1) hat, wird  induziert von einer Matrix A mit

10 0
A=[0 d o], d#o.
0 0 d

Diese Matrizen induzieren Kollineationen in I'g, wie man leicht nachrechnet (vgl. Hilfssatz 19).
Also ist die Annahme I' # I'j zum Widerspruch gefiihrt.
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Falls T1 # Ty ist, werden von jedem Element v € T' drei Punkte fixiert, ndmlich (0 : 0 : 1) und
(1:0:0) sowie der Punkt (0:1:0) als Pol der Verbindungsgeraden der ersten beiden Punkte. Es
bleibt aber auch der Punkt @ := (71 N Ky)\(1 : 0: 0) fest. Diese Punkte bilden ein nichtentartetes
Viereck, also ist I' = id. Dieser Fall tritt z.B. ein, wenn K7 = {(w : z : y) € Pa(L) : wy = 2® +wz}
ist.

(2¢) Wir zeigen: Falls |Ko N K;| = 3 ist, ist T’ & Z,.

Es seien P, @, R die drei Schnittpunkte und P™ = P™  d.h. die Tangenten von Ky und K; in P
stimmen iiberein. Da die Tangenten von Ky und K; an () bzw. R dann verschieden sein miissen,
gilt fiir jedes nichttriviale v € T:

P'=P Q"=R, R"=Q
Da I’y scharf dreifach transitiv auf den Punkten von K| operiert, ist also |I'| < 2. Wenn oBdA.
P=(0:0:1), =(1:1:1), R=(1:—1:1) gilt, erhdlt man analog wie in (2a) mit (*) und
der Bedingung (0:0:1)™ =(0:0:1)™:
Ki={(w:z:y) € Pa(L) : —w®+ 2cwy + (1 — 2¢)z* = 0} fiir ein ¢ € L,\{3}

Fiir jedes ¢ € L,\{4} enthélt I' die Involution I € Ty mit Zentrum (0 : 1 : 0), denn die Wirkung
der zu K7 gehorigen Polaritéit auf Punkten ist gegeben durch die Matrix @7 mit

-1 0 c
Q1= 0 1—-2¢ O
c 0 0

Offensichtlich ist (0:1:0)™ =[0:1:0]=(0:1:0)™, also I € I';.

(3) Wir betrachten den Fall, da§ kein Fixpunkt von « auf K liegt.

Dann kann auch kein Fixpunkt von « auf K7 liegen. Sei Z ein solcher Fixpunkt und g = 27 = Z™.
Dann ist die Involution I € T'y mit Zentrum Z in I" enthalten. Auflerdem ist | Ko N K| = 4, anson-
sten gébe es ndmlich ein Q) € KgN K7, so dafl die Tangenten in @ bzgl. Ky und K; zusammenfallen
wiirden. Dann wire Q¢ = Q™™ = @ ein Fixpunkt von a auf Ky im Widerspruch zur Vorausset-
zung.

Die Gruppe I' mufl dann treu auf diesen Schnittpunkten operieren (der Stabilisator von vier Punk-
ten in allgemeiner Lage innerhalb der PG L3 (L) ist trivial), also ist I isomorph zu einer Untergruppe
der symmetrischen Gruppe 4.

(3a) Wir zeigen: Es existiert eine Gruppe V = Zy X Zo mit V < T.

Es sei Ko N Ky = {Py, P, Py, P3}. Wegen I € T sei oBdA. P{ = P, P{ = P;. Es sei Y =
(PoV P)N(PyV P3). Es ist klar, dal Y weder auf Ky noch auf K; liegt. Es sei J € T'g die Involuti-
on mit Zentrum Y. Diese Involution vertauscht Py mit P, und P; mit P; und liegt deshalb auch in
I';. Dann vertauscht die Kollineation IJ die Punkte Py und P3 sowie P; und P». Die Kollineation
JI wirkt genauso, also kommutieren I und J, d.h. IJ = JI ist eine Involution mit Achse Z VY
und Zentrum X := (Z V Y)™. Das Dreieck A mit Ecken X,Y, Z ist ein gemeinsames Poldreieck
von Ky und Kj.

Jede Wahl von vier paarweise verschiedenen Punkten aus K definiert eindeutig ein Poldreieck
(von Kj) und jeder Kegelschnitt, der mit Ky genau diese vier Punkte gemeinsam hat, hat mit K
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auch dieses Poldreieck gemeinsam.

(3b) Wir zeigen: I ist isomorph zu Zs X Zg oder zu Ay.

Die Involutionen I,.J und I.J aus I' entsprechen in der ¥4 den Doppeltranspositionen, etwa
I = (01)(23), J = (02)(13), IJ = (03)(12), wenn man i € {0,1,2,3} mit P; identifiziert. Ein-
fachtranspositionen auf Q := {P,..., Ps} konnen in I" nicht enthalten sein, denn angenommen,
v € I' induziert eine Einfachtransposition, so betrachte man die zwei Fixpunkte P; # P; von vy aus
Q2 sowie die zugehorigen Tangenten. Es sei T} (P;) die Ki-Tangente an P;, To(P;) die Ky-Tangente
an P; und 77 (P;) bzw. Ty(P;) die entsprechende Tangente an P;. Setze @ := T1(P;) N T1(P;) und
R :=Ty(P;) NTy(P;). Die Punkte P;, P;, @ und R bilden ein nichtentartetes Viereck in Py(LL) und
sind allesamt Fixpunkte von +, also ist v keine Transposition, sondern die Identitit.

Elemente der Ordnung 4 auf 2 konnen in I' ebenfalls nicht enthalten sein, denn angenommen,
v € I induziert auf Q den 4-Zykel (1ijk), so betrachte man die Doppeltransposition (1¢)(jk) aus
T. Es ist (1i)(jk)(1ijk) = (ik) € T, ein Widerspruch, da eben gezeigt wurde, da8 in T keine Ein-
fachtransposition auf € existiert. Also konnen die Elemente aus I' nur gerade Permutationen auf
Q induzieren.

(3c) Wir zeigen: Fiir charllL = 3 ist T" isomorph zu Zy X Zs.

Wirft man einen Blick auf die der Tabelle auf Seite 76 folgenden Bemerkungen, so sieht man, daf3
Elemente der Ordung 3 aus I'g in P2(L) genau einen Fixpunkt F' haben und da8 F' auf Ky liegt.
Wenn so ein 3-Zykel auf Q wirkt, ist £ € . Dann miissen die Tangenten T3 (F) und Tp(F) in F
bzgl. K7 und Ky unter so einem 3-Zykel invariant sein. Wegen T} (F) # To(F) schneidet T (F)
den Kegelschnitt K in einem Punkt @ # F. Dann wire @ ein zweiter Fixpunkt dieses 3-Zykels,
Widerspruch.

(3d) Wir zeigen fiir charlL # 3:

(A) Ist das Doppelverhiltnis! D der vier Schnittpunkte von Ky und Kj nicht Nullstelle des
Polynoms z? — x4 1, so ist I' =2 Zy X Zs.

(B) Ist das Doppelverhiltnis von vier Punkten auf Ky eine Nullstelle des Polynoms 22 — x + 1,
so gibt es unter den Kegelschnitten, die mit K diese vier Punkte gemeinsam haben, genau
einen Kegelschnitt K; mit T'o N T & Ay.

Es seien wieder Py, ..., P3 die vier Schnittpunkte. Hat I' ein Element ~y, das keine Involution ist,
so ist dies ein 3-Zykel. Es sei D = DV (P, Py; P2, P3). Es mufl dann auch

D= DV(F}, PIi BB € {5, 2o}

sein (vgl. [2], S.40), also D?* — D +1=0. Ist D> — D +1 # 0, so gibt es in I' keinen 3-Zykel, also
ist ' & ZQ X ZQ.

Es sei nun oBdA. P, = (1:1:1), Po = (1:£:£%), Py = (1:&%:¢) fiir eine primitive dritte
Einheitswurzel £ aus L, aulerdem Py = (1 : 7 : r?) fiir ein r € L\{1,£,£2} oder Py = (0:0: 1).
Man kann leicht nachrechnen, daf8 D = DV (Py, Py; P, P3) genau dann Nullstelle von 22 — 2 — 1
ist, wenn Py € {(1:0:0),(0:0: 1)} ist. Wenn I' einen 3-Zykel 7 besitzt, kann man oBdA.

1Gemeint ist das Doppelverhiltnis der Schnittpunkte am Kegelschnitt Ko, vgl. Seite 75.
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annehmen, dafl v den Punkt Py festlit und P, auf P, P, auf Ps; sowie P3 auf P; abbildet. Dann
wird ~ induziert von der Matrix A mit

0
0
52
Weiter kann man oBdA. annehmen, da P, = (1 : 0 : 0) ist, ansonsten konjugiere man die
Situation mit der Involution aus Iy, die das Zentrum (1 : 0 : —1) hat und numeriere die Py, Py, P5

entsprechend um. Ein Kegelschnitt hat mit K, genau die Punkte Py, P;, P>, P; gemeinsam, wenn
er die Nullstellenmenge der folgenden Gleichung ist fiir ein ¢ € L mit ¢ # —1:

10
A=[o0 ¢
0 0

wz + twy — tx® —y*> =0

Die zugehorige Polaritét ist dann gegeben durch die Matrix Q(t) mit

0o 1 ¢
Qt) = -2t 0
0 -2

Betrachten wir nun die Tangente T'(¢) eines durch Q(¢) definierten Kegelschnitts im Punkt Py =
(1:0:0). Esist T(¢t) =[0:1:¢ und T(t) N Ko = {Po, (1 : —% : #)}. Da der durch die Matrix A
gegebene 3-Zykel v auf K, genau die Fixpunkte {Fp, (0:0: 1)} hat und andererseits einen durch
Q(t) gegebenen Kegelschnitt festldft, mufl (1 : —% : t%) auch festbleiben. Das ist genau dann der
Fall, wenn ¢t = 0 ist, also ist K7 mit

Ki={(w:2:y) € Po(L): wa =y?}

der einzige von K verschiedene Kegelschnitt, der unter  festbleiben kann sowie die geforderten
Schnittpunkte mit K gemeinsam hat . Und tatséchlich ist v € I'o N Ty, denn mit Q(0) := @1 und
A wie vorhin ist

A'Q1A = £Q,
wie man leicht nachrechnet. Da das Erzeugnis aller Doppeltranspositionen und eines 3-Zykels in
der ¥4 die Gruppe Ay ist, ist fiir K7 mit der Gleichung von oben die Gruppe I' & Ay. O

Abschlieflend sei noch ohne Beweis bemerkt, daf fiir gewisse algebraisch nicht agbeschlossene un-
endliche Korper Kegelschnitte Ky und K existieren, deren gemeinsamer Stabilisator isomorph zu
Zs ist. Eingebettet in den algebraischen Abschlufl mufl in diesem Fall der zugehorige gemeinsame
Stabilisator dann die A4 sein.

2.1.3 Der gemeinsame Stabilisator mehrerer Kegelschnitte iiber einem
unendlichen Korper

Es werden nun beliebige Korper K der Charakteristik # 2 betrachtet. In Satz 22 wird gezeigt
werden, daf}; wenn eine beliebige Menge von Kegelschnitten in P»(K) einen unendlichen gemein-
samen Stabilisator gestattet, diese Menge enthalten ist in einer Kegelschnittschar (vgl. Definition
9). Natiirlich kann dann K nicht endlich sein.

Uber R gibt es genau drei projektive Aquivalenzklassen solcher Scharen. Der Grund dafiir ist,
dal R nur drei Quadratklassen besitzt. Fiir einen Koérper K mit einer unbekannten Anzahl von
Quadratklassen fithren wir zunéchst einige Notationen ein:
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DEFINITION 10 Es sei K ein Kérper mit charK # 2 und Sy := {a; : i € I} ein vollstéindiges
Reprisentantensystem der Quadratklassen von K. Dabei werde oBdA. angenommen, daf} {0,1} C I
gilt und ap := 0 € K, a1 := 1 € K. Weiter sei S = Sp\{0} und S = S;\{1}. Ist —1 ¢ K2, so sei
oBdA. -1 €T und a_; := -1 € K.

Will man einen Uberblick iiber die durch einen Kegelschnittstabilisator auf der gesamten Punkt-
menge von Po(K) induzierte Partition in Bahnen gewinnen, so stellt sich heraus, dafl man das mit
Hilfe der Quadratklassen von K tun kann.

HILFSSATZ 21 Es sei K ein Kérper der Charakteristik # 2 und K ein Kegelschnitt in Po(K)
mit Stabilisator G < PGL3(K). Weiter sei Sy ein vollstindiges Reprisentantensystem der Qua-
dratklassen von K und B die Menge der Punktorbits von Pa(K) unter Gx. Dann gilt:

Es ezistiert eine Bijektion zwischen Sy und B.

Beweis:
(1) Man kann oBdA. K = Ko = {(w : x : y) € P2(K) : wy = 2%} annehmen. Es sei 7 die
Polaritét, deren absolute Punkte den Kegelschnitt Ky bilden. Zuerst fithren wir folgende Mengen
o [1:0:0],:={PeP2(K): P€[1:0:0], P#(0:0:1)}
By :={P e P:(K): Pe Ky}
Bi:={P=(:3@x+y):ay) €P2(K): 2,y €K, z#y}U[1:0:0].
BY:={P=(1:2:y) € Po(K): 2 —y ¢ K?}

(2) By ist gleich der Menge der dufieren Punkte von Ky, das sind die, die auf (genau) zwei (ver-
schiedenen) Tangenten liegen:

Allgemein haben die Punkte auf K folgende Tangenten:
(l:z:2?)™ =[22: -22:1], €K
(0:0:1)"™ =[1:0:0]
Fiir y € K und Punkte (0:1:y) auf [1:0: 0], ergibt sich:
(0:1:y):[%:—y:1]ﬂ[1:0:0]
ist der Schnittpunkt der Tangenten an Ko in (1: % : (4)?) und (0:0: 1).
Fiir alle Punkte in B1\[1:0: 0], hat man:
Fiir z # y ist der Punkt (1: J(z+y) :2y) = [ : —2z: 1] N[y*: =2y : 1]
der Schnittpunkt der Tangenten an Ky in (1: 2 :2?) und (1:y:y?).
Kein anderer Punkt ist &uBerer Punkt:
P = (1 : 2 :y) liegt auf einer Tangente [t? : —2t : 1] genau dann, wenn
12 — 2tz 4y = 0 eine Losung ¢ € K hat, also wenn z? — y eine Quadratzahl ist.
Ist 22 =y, so ist P € K.
Fiir 22 —y = r2 # 0 fiir ein r € K, ist
P=(N:z:y)=QQ:z:2*—r?)=Q:3[@+r)+(@-7)]:(@+7r)(z—-7r)) € B

(3) Da die Punkte auf [1 : 0 : 0], &uflere sind, liegt kein innerer Punkt P auf der Geraden [1: 0 : 0].
Also ist P innerer Punkt genau dann, wenn fir P = (1: z : y) gilt:

x? — y ist keine Quadratzahl.
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Es sei nun explizit Sy wie in Definition 10. Definiere B; C B fiir i € I\{0,1} durch

P=(l:2z:y)€B; <= 2*—ycak?
Fiir ¢ € {0,1} hat man dann

Bo={P=(1:2:y) € Pa(K): 2 —y € K2} U{(0:0:1)}
Bi={P=(1:2:9)€Pa(K): 22 —y€ K2} U[1:0:0].

Nun ergibt sich eine Bijektion Sg — B ganz kanonisch:

{So:{ai: iel} — B={B;: z’e]}}

@ — B;

(4) Die Mengen B;, i € I, sind natiirlich die Punktorbits von G, , und zwar sind sie die Bahnen
folgender Punkte P;:

Py=(1:0:0), By = POGK0 wegen der Transitivitit von G, auf K.

P=(0:1:0), By = P1GK°, denn (vgl. Hilfssatz 19):

0 0o 0 4 0
1 = 0 2 2 1
y 12y o 0 G
1 12 1 0y (TBenT
£ty = x x+y vy 1
Ty 22 2zy  y? 0

G
BlgleOI

P1GK0 ={(2ab: ad + bc: 2cd) € Po(K) : a,b,¢,d € K, ad — be # 0}

fiir @ = 0 ist be # 0 und somit

2ab 0
ad+bc | =11 ]€1:0:0].CB;
2cd %
fiir b = 0 ist ad # 0 und somit
2ab 0
ad+bc | =11 ]€[1:0:0,CHB
2cd %
fiir ab # 0 ist
2ab 1
ad+be | =| 3(4+%) | €B
2cd d.c

P,=(1:0:—-w;), B; = PiGKU, i € I\{0,1}, denn:

P=(QN:z:y)eB;eIrecK,: P=(1:2:2%—qr?);

1 0 0 1
T = T T 0 0
2 — ayr? z2 2rz 12 —q;

G
= B; C P,

Die Bahn des Punktes P; unter Gk, wird von allen Spaltenvektoren folgender
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Form représentiert:

1 a? 2ab b2 1
ac—a; bd _
Z—apz | = | ac ad+bc bd 0 ,a,b,c,d € K, ad —be # 0.
Zi:it%i c? 2cd d? —ay
Mit z := ZS:Z??E und 7 := a‘rjd:ab_gz ist dann

P=(1:2:2%— a;r?), wie man leicht nachrechnet.

Es folgt B; D P70,
O

DEFINITION 11 Es seien fiir ¢ € I die Punktorbits B; und die Quadratklassenrepriasentanten
o; wie in obigem Beweis. Statt B; schreiben wir manchmal auch B,, oder, falls wir ohne Indizes
arbeiten, fiir « € S einfach B,. Aulerdem setzen wir fiir einen Punkt P € Py(K):

B(P):=B;, < PeB;,icl
Die Punkte aus B; heilen dufiere Punkte von Ky, die Punkte aus B® = Uie]\{o,l} B; heiflen innere

Punkte von Kj.

Mit Hilfe der Polaritéit 7o 148t sich die Bahnenpartition von Ps(K) auf die Menge G der Geraden
in P2(K) iibertragen: Es ist G = (J,c; B;® mit den Bahnen B° und fiir g € G und i € I gilt:

geB & g™ e B

Als Reprisentanten der Geradenbahnen bietet es sich natiirlich an, die Polaren der Reprisentanten
der Punktebahnen zu wahlen, also:

BJ° =1[0:0:1]%o, 0:0:1] =:g0
BT =[0:1:0]%%0, 0:1:0]=:¢
Bl =[~a;:0: 11%%0, [~a;:0:1] =: g, fiir i € I\{0,1}

Nun haben wir die Hilfsmittel beisammen, um den nichsten Satz zu beweisen:

SATZ 22 Fs sei K ein unendlicher Korper mit charK # 2 und K ein nichtleerer, nichtentarteter
Kegelschnitt in P2(K). Es sei I eine Indexmenge mit 0 € I, |I| > 2 und K = {K; : i € I}
eine Menge von paarweise verschiedenen, nichtleeren, nichtentarteten Kegelschnitten in P2(K).
Die Gruppe G; sei der Stabilisator von K; in der PGL3(K) und weiter sei G := ();c; Gi-

Wenn |G| = oo ist, gelten folgende Aussagen:

(1) Es ezistiert eine eindeutig bestimmite Gerade g in P2(K), so dafi Gic gleich der Buekenhout-
gruppe G4(Ky) ist.

(II) Es existiert eine eindeutig gegebene mazximale Menge von Kegelschnitten IC,,, mit K C ICppp,
so daf$ der Schnitt der Stabilisatoren aller Kegelschnitte aus IC,, gleich Gy ist. Die Menge
K ist — je nachdem, ob g Sekante, Tangente oder Passante an Ky ist — eine Sekanten-,
Tangenten- oder Passantenschar.

(III) FEs existiert eine Bijektion zwischen den Quadratklassen von K und den projektiven Aquiva-
lenzklassen der Kegelschnittscharen Iy, .
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Beweis:

(1) Man kann oBdA. Ko = {(w : z : y) € P2(K) : wy = z?} annehmen. Es sei K1 # K, ein
Kegelschnitt aus K. Wenn |G| = oo ist, ist auch G := G; N Gy eine unendliche Gruppe. Wir
betten nun die Situation in den albegraischen Abschlufl L von K ein:

Es sei F; € K[w, z,y| ein irreduzibles homogenes Polynom vom Grad 2, dessen Nullstellenmenge
K; C P2(K) ist. Wir setzen K := {(w : z : y) € Pa(L) : F;(w,z,y) = 0}. Die Gruppe I'; sei der
Stabilisator von K¢ in der PGL3(LL). Natiirlich ist G; < T'; fiir jedes ¢ € I und fiir jede nichtleere

Teilmenge I’ von I gilt:
ﬂ Gi < ﬂ I
el iel’

Wenn G bzw. G eine unendliche Gruppe ist, kann I' := 'y N T"y bzw. I'c := ﬂiej T"; nicht endlich
sein. Wegen Satz 20 sind also zwei Fille zu unterscheiden:

e Es ist I" eine Buekenhoutgruppe vom Tangententyp und |K§ N K§| = 1.

e Es ist ' eine Buekenhoutgruppe vom Sekantentyp und |K§ N K{| = 2, wobei die Tangenten
von Ky und K in den beiden Schnittpunkten iibereinstimmen.

(2) Falls |[K§ N K¢| = 1 ist, tiberlegt man sich leicht, dafi der einzige Schnittpunkt S in Po(K)
liegen muf:

Wire S € Po(L)\P2(K), so gibe es ein s € L\K mit S = (1 : s : s?). Da das Polynom Fy
Koeflizienten in K hat und K; den Punkt (0: 0 : 1) nicht enthilt, ist F; oBdA. gegeben durch

Fi(w,z,y) = aw? 4 2bwzx + 2cwy + dz? 4 2exy + 2.

Dann muf gelten {x € L : Fy(1,z,2%) = 0} = {s}, das heiit f1(x) := Fy(1,x,2?) faktorisiert iiber
L zu (z — s)* und f1(x) ist als Polynom in K[z] gegeben durch

fi(z) = 2* — 4s2® + 65%2% — 453w + s
Dann ist s € K wegen charK # 2.
Man kann also oBdA. annehmen, da§ K§N K = KoN Ky =5 = (0:0:1) ist. Dann existiert ein
t € K., so daB gilt (vgl. Beweis von Satz 20, Teil (2a)):
K ={(w:x:y) € Po(K): wy = 2? + tw?}

Die zugehorige Buekenhoutgruppe G, 1= G4(Ky) = I'g(Ko) N PGL3(K) mit g = [1 : 0 : 0] ist
dann gleich N x (I), wobei der Normalteiler N induziert wird durch N’ < GL3(K) und die (nicht
eindeutige) Involution I z.B durch die Matrix I’ € GL3(K) mit

1 0 O 1 0 O
N' = c 1 0]e€eGL3K): ceKp, I'=[0 -1 0
2 2 1 0O 0 1

Es sei fiir t € K der Kegelschnitt K(t) = {(w : x : y) € Po(K) : wy = 2% + tw?} sowie G(¢) der
Stabilisator von K (t) in der PGL3(K). Wir zeigen nun:

(A) (NGt =G,

teK

(B) Ist K’ ein Kegelschnitt mit K" # K(t) V ¢t € K, so gilt fiir den Stabilisator G+ von K’:

‘GO0G1QGK/| < o0
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Es sei fiir ein t € K der Punkt (1: 2 :y) € K(t), also y = 2 + t. Wegen

1 0 0 1 1
¢c o 0 x = c+ox Veek, oe{£1}
2 20c 1 2%+t (c+ox)?+t

liBt Gy jeden Kegelschnitt K (t) fest. Wegen Gy C (,cx G(t) € Go NGy = Gy ist (A) gezeigt.
Betrachte nun einen beliebigen Kegelschnitt K’ in Py(K). Falls |Gy N G1 N G| = oo ist, wihle
man einen Punkt (1 : x : y) auf K’', der nicht auf [o0o] liegt. Es existiert genau ein ¢ € K mit
(1:2z:y)=(1:a2:2%2+t) € K(t). Der Orbit (1 :  : y)¥"“1"%" kann dann nicht endlich
sein und ist in K (t) enthalten. Da aber infolgedessen K’ und K (t) unendlich viele Punkte gemein-
sam haben, ist K’ = K(t). Damit ist K, = {K(t) : ¢t € K} die maximale Kegelschnittmenge,
die unter G fest bleibt. Es handelt sich um eine Tangentenschar, sie tiberdeckt P2 (K)\[o0] einfach.

(3) Falls |K§ N K{| =2 ist, sind im Prinzip drei Fille zu unterscheiden:
(a) Einer der Schnittpunkte liegt in P2 (KK), der andere nicht.
(b) Beide Schnittpunkte liegen in Ps(K).
(¢) Keiner der Schnittpunkte liegt in Po(K).

(3a) Der Fall (a) kann nicht auftreten:

Es sei K§NK{ = {R,S}, R € P2(K), S ¢ P2(K). Wegen R € P3(K) ist auch die Tangente
Tr in R an K in P2(K). OBdA. sei dann R = (1 : 0 : 0) und S = (1 : s : s?) mit s € L\K.
Analog wie in (2) ergibt sich nun, daf§ K; die Nullstellenmenge des Polynoms F(w,z,y) ist mit
Fi(1,z,2%) = 2?(x — 5)? € K[z]. Dann muf aber s ein Element aus K sein, Widerspruch.

(3b) Der Fall (b) kann natiirlich auftreten. OBdA. seien R = (0: 0: 1) und S = (1 : 0 : 0) die
beiden Schnittpunkte von Ky und K;. Dem Beweis von Satz 20, Teil (2b), entnimmt man, dafl ein
a € K, \{1} existiert mit

Ki={(w:z:y) € Po(K): wy=az?}.

Die zugehdrige Buekenhoutgruppe Gy 1= G4(Kp) = I'y(Ko) N PGL3(K) mit g = [0 : 1 : 0] ist
dann gleich N x (I), wobei der Normalteiler N induziert wird durch N’ C GL3(K) und die (nicht
eindeutige) Involution I z.B. durch die Matrix I’ € GL3(K) mit

0
0

10 00 1
N'={[0 d €GLs(K): deK,y, I'=[0 1 0
00 100

S
(™)

Es sei fiir t € K, der Kegelschnitt K(t) = {(w : z : y) € Po(K) : wy = tx?} sowie G(t) der
Stabilisator von K (t) in der PGL3(K). Wir zeigen nun:

(A) (G =6,

teK

(B) Ist K’ ein Kegelschnitt mit K’ £ K(t) V t € K,, so gilt fiir den Stabilisator G+ von K':
|G0 NGy QGK/| < o0
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Es sei fiir ein ¢ € K, und ein z € K, der Punkt (1:z :y) € K(t), also y = tx?. Wegen

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1
0 ¢ O T = ta? o , 0 d 0 x = dx Ve, d € K,
2 00 ta? t(£)? 0 0 & ta? t(dx)?

1Bt G, jeden Kegelschnitt K (t) fest. Wegen Gy C (,cx. G(t) € Go N G1 = Gy ist (A) gezeigt.
Betrachte nun einen beliebigen Kegelschnitt K'. Falls |Go NGy N Gg/| = oo ist, wihle man einen
Punkt (1: 2 :y) auf K’, der nicht auf [1:0:0]U[0:1:0]U0:0: 1] liegt. Es existiert genau
eint € K, mit (1:2:y) = (1:2:tr?) € K(t). Der Orbit (1 : x : y)“°"“1"%x" kann dann nicht
endlich sein und ist in K (¢) enthalten. Wegen |K (¢) N K'| = oo ist deshalb K’ = K (t).

Damit ist IC,, = {K(t) : t € K.} die maximale Kegelschnittmenge, die von G festgehalten wird.
Es handelt sich um eine Sekantenschar, sie iiberdeckt P2(K)\([1: 0: 0JU[0:1:0]U[0:0: 1))
einfach.

(3c) Wir betrachten den Fall, dafl beide Schnittpunkte R und S in Pa(L)\P2(K) liegen.

Da (0 :0: 1) kein Punkt auf K{ ist, ist K7 (und K{) gegeben durch ein Polynom Fj(w,z,y) €
Klw,z,y] mit Fy(w,z,y) = aw? + 2bwx + 2cwy + dz? + 2exy + y?. Fir S := (1 : s : s2) und
R:= (1:7:72) mit r,s € L\K zerfiillt dann das Polynom f(z) := Fi(1,z,2?) € K[z] iiber L:

fi(z) = a+2bx + (2¢ + d)a® + 2e2® + 2* = (x — 7)*(x — 5%)

Es mufl f; iiber K[z] reduzibel sein, denn wére f; irreduzibel, so auch separabel wegen charK 4
(vgl. [8], S.289, A.11). Dann gébe es aber vier verschiedene Nullstellen von f; in L und damit vier
verschiedene Schnittpunkte von K¢ und K¢. Da die Polynome (z —r)? und (z — s)? nicht in K|z]
liegen, muf} gelten:

hi(@) = 12(2), ple) = (@ —r)(@ - 5) = & — a(r + s) + s € Kla]

Das iiber K[z] irreduzible Polynom p ist das Minimalpolynom von r und s tiber K, der Fall (c) tritt
also genau dann auf, wenn K[z] irreduzible Polynome vom Grad 2 besitzt. Wegen g := RV S =
[rs: —(r+s): 1] ist g eine Gerade in P3(K), die bzgl. Ky und K; eine Passante ist. Wenn g bzw.
m die Polaritidten zu Ky bzw. K; sind, ist der Pol F' = g™ = g™ von ¢ ein Punkt in Ps(K), und
zwar bzgl. beider Kegelschnitte ein innerer Punkt. Wegen Hilfssatz 11 kann man deswegen oBdA.
annehmen:

F=(1:0:-a)fireinacs

Dannist g =[~a:0:1] =[rs: —(r+s):1],also s = —r, a = —rs = 1%, r = Ja € K. Es ist
dann fi(z) = (z —r)%(z +7)? = 2" — 2a2® + o und Fi(z) = o?w? + 2cwy — 2(a + )2 + y? fiir
ein ¢ € K mit ¢ # o?.

Es sei fiir o« € S und ¢ € K\{£a} die Matrix Q,(t) gegeben durch

a? 0 t
Qat)=1 0 —2(a+t) 0
t 0 1

Man kann die Matrix @y des Kegelschnitts Ky als @, (00) interpretieren, wenn man die in der
projektiven Geometrie iiblichen Rechenregeln fiir K., verwendet, also

a? 0 t @ 1\ (0 0 1
0 —2a+t) of={0 —2-2¢ 0)|"“=(0 -2 0]=0q.
t 0 1 1 0 1 1 0 0
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Fiir t € Koo \{£a} sei m,(t) die Polaritit von Po(K), deren Wirkung auf Punkte durch die Matrix
Qo (t) gegeben ist. Da fiir gewisse Kombinationen von « und ¢ die Menge A(m,(t)) der absolu-
ten Punkte von 7, (¢) in P2(K) eventuell leer ist, greifen wir auf die Notationen von Definition 7
zuriick: Es sei II die Menge aller Polaritéiten von Po(K) und IT* = {7 € IT : A(rw) # 0}. Weiter
setze M, = {mo(t) € II: t € Koo\{£a}} sowie M} = {m,(t) € M, : 74(t) € II*}. Dann exi-
stiert ein ¢ € K\{%a}, so daf der Kegelschnitt K; gegeben ist durch die Polaritit m; = m,(c) € M.

Da eine Kollineation aus PG L3(K) einen Kegelschnitt genau dann invariant 148t, wenn sie mit der
zugehdrigen Polaritét kommutiert, fassen wir die zu Ky und K; gehérige Buekenhoutgruppe Gy :=
G4(Ky) =T4(Ky) N PGL3(K) nicht als Stabilisator der Kegelschnitte Ky und K7 auf, sondern als
Zentralisator von 7y und 7. Es ist also G4 wieder ein semidirektes Produkt N x (I), wobei der
Normalteiler N induziert wird von N’ C GL3(K) und I z.B. durch die Matrix I’ € GL3(K) mit

a? 2ab b2 0 0 1
N' = aab a®>+ab® ab | € GL3(K): a,beKyp, I'=1 0 —a 0
a?b? 2acab a? o> 0 0

Es sei fiir t € Ko \{xa} die Gruppe G(t) gleich dem Zentralisator von 74 (t) in der PGL3(K) und
fiir eine beliebige Polaritéit = € II die Gruppe G, der Zentralisator von 7 in der PGL3(K). Wir
zeigen nun:

A N Gcw=q,
teKoo \{£a}

(B) Ist m eine Polaritdt von Po(K), die fiir alle ¢ € Ky \{£a} verschieden von m,(t) ist, so
gilt:  |GoNG1NGL| < o0

(C) Wenn K’ ein Kegelschnitt in Py(K) ist mit dem Stabilisator G < PGL3(K) und mit
|Go NGy N GE/| = o0, so ist K’ die Menge der absoluten Punkte einer Polaritéit aus M.

Es sei A eine Matrix aus N’. Dann gilt fiir alle ¢ € Ko \{zxa}:
A'Qa(t)A = (a® — ab*)Qa(t)
Fiir die Matrix I gilt ebenfalls fir alle ¢ € Koo \{£a}:
I'"Qo(t)I' = a®Qa(t).
Deshalb kommutiert jede Kollineation v € G4 mit 7, (t) fiir t € Koo\{£a}. Wegen

Gy C m G(t) CGoNGL =G,y
tEKso \{+a}

ist (A) gezeigt.

Betrachte nun eine beliebige Polaritét = € II mit |Gy NG| = co und den zugehérigen Kegelschnitt
K¢ im algebraischen Abschlufl. Wegen |G, N G| = co und [G,4 : N| = 2 gilt auch |[N NG| = oo,
d.h. jede Kollineation aus N NG, fixiert die Punkte R, S und F. Hitte K¢ mit K§ einen Schnitt-
punkt verschieden von R und S, so wire |[N NG| < oo, da die Kollineationsgruppe I'y von K§ in
der PGL3(LL) scharf dreifach transitiv auf K§ operiert und N enthélt sowie K2 N K§ endlich ist.
Also ist K2NK§ C {R, S}. Die zwei Kegelschnitte kénnen sich nicht nur in einem Punkt, etwa R,
schneiden, denn K¢ hat eine Gleichung mit Koeffizienten in K und dann miifite R € P2(K) sein
(vel. (2)). Also gilt: KN K§ = {R,S}. Dann mufl K¢ dieselben Tangenten wie K§ in R und S
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haben (vgl. Beweis von Satz 20, Teil (2b)), das heifit, 7 € M, wie man sich leicht klarmacht. Also
ist (B) gezeigt. Die Behauptung (C) folgt dann aus (B), wenn man K’ als Menge der absoluten
Punkte einer Polaritit beschreibt.

Fiir 7o (t) € M} setze nun A(m,(t)) =: K, (t). Dann ist Ky, 1= {K,(t) : 7a(t) € M2} die ma-
ximale Kegelschnittmenge, die unter G, festbleibt. Es handelt sich um eine Passantenschar, die
P2(K)\{F, g} einfach iiberdeckt, wie man leicht nachrechnet.

(4) Nun wenden wir uns den projektiven Aquivalenzklassen von Kegelschnittscharen in Py (K) zu.
Es sei unter Verwendung der Notationen aus Definition 10:

Ko = {Ko(t):={(w:z:y)€PK): wy=2a?+tw?}: t €K}
Ki = {Ki(t) ={(w:z:y) € Po(K): wy=ta?}: t € K.}

Fiir a; € S sei Ko, (t) = {(w: 7 :y) € P2(K) : a?w? + 2twy — 2(o; + t)z2 +y? = 0}
und damit dann
Ko, = {Ka{t): t € Ko\{xa;}, Kq,(t) # 0} fir a; €8.

Alle diese Scharen enthalten den Standardkegelschnitt K. Betrachte nun eine beliebige Kegel-
schnittschar K = {K; : j € J}. Sie ist durch die Wahl eines Kegelschnitts K, aus K und eine
Gerade g in P3(K) eindeutig bestimmt. Da die PG L3(K) transitiv auf den Kegelschnitten in Pa(K)
operiert, existiert ein ;3 € PGL3(K) mit K;{)l = Ky. Die Gerade ¢ liegt dann in einem Orbit
B° des Stabilisators G von Ky (vgl. Definition 11). Es existiert also ein v € Gy, so dafi die
Kollineation v := 73 0 7 die Gerade g auf einen Reprisentanten g,, der Geradenorbits von Gy
abbildet und K, auf Ky. Damit ist 7 = IC,, fiir ein o; € Sp.

Betrachte nun, falls S # @ ist, die Scharen K,,, die den Nichtquadratzahlen in K entsprechen.
Die Kegelschnitte aus K, werden nun einer Umformung unterzogen, so da§ die Gleichungen der
Kegelschnitte aus IC,, durch einfachere Gleichungen projektiv dquivalenter Kegelschnitte ersetzt
werden konnen (zu dan Notationen vgl. (3c)). Es sei a € S und 7 die Kollineation, die durch die
Matrix T' mit

a 0 -1
T=10 2« 0
a 0 1

induziert wird. Die Schar IC,, ist gekennzeichnet durch g = [-a:0:1Jund FF = (1:0: —«). Es ist
g"=1[1:0:0]=[oc] und F7 = (1:0:0). Wegen

—e 0 0
(T Qut)T™" = 0 -1 0] firtek\{+a}
0o 0 1
und
-1 0 0
(T Qu(0)Tr = [ 0 -1 0
0 0 1

wird die Menge der Polaritéiten M, bijektiv abgebildet auf die Menge M := {#/ (r) € II: r € K.},
wobei die Polaritit «/, () gegeben ist durch die Matrix

—r 0 0
Q.r)=10 =L o0
0 0 1



Dannist K}, = {K,(r) ={(w:z:y) € Po(K) : —rw? — 222 +y? =0} : r € K., K/(r) #0}. Die
konjugierte Buekenhoutgruppe G = N7 x (I7) wird induziert von den (normierten) Matrizen aus
TN'T~! bzw. der Matrix TI'T ', wobei gilt:

10 0 10 0
Ki TN'T'=K,-{ [0 v av | €GL3(K): v —av?*=1p, TI'T'=[0 1 0
0 v wu 0 0 -1

Falls K = R ist, ist « = —1. In der affinen reellen Ebene mit unendlich ferner Gerade [1 : 0 : 0]
besteht dann KCj, aus allen konzentrischen Kreisen um (0,0), die Buekenhoutgruppe G7 ist — affin
interpretiert — die Gruppe O3(R) mit den Drehungen um den Nullpunkt als Normalteiler. O
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2.2 Nichtsingulire Kurven vom Grad > 3

Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik # 2 und C' eine irreduzible
nichtsingulére Kurve in P (LL). Es sei I'c der Stabilisator von C in der linearen Kollineationsgruppe
PGL3(L) und Aut(C) die Automorphismengruppe von C' im Sinne der algebraischen Geometrie.
Man kann die Wirkung einer Kollineation v € I'¢ auf der projektiven Ebene vernachléssigen und
die Einschrinkung 7 := «|¢ betrachten. Dann ist 5¢ := {7 : v € I'c¢} eine Untergruppe von
Aut(C). Fiir |Aut(C)| < oo ist dann sicher auch |T¢| < oo.

Es habe die Kurve C' den Grad n > 3. Da C nichtsingulér und irreduzibel ist, gilt fiir den Genus
g von C:

9= 5n—1)(n-2)

Es ist allgemein bekannt, daf} irreduzible nichtsinguldre Kurven vom Genus > 2 eine endliche
Automorphismengruppe haben. Also miissen wir lediglich Kurven vom Grad 3 untersuchen. Es ist
dann Aut(C) eine unendliche Gruppe (vgl. etwa [6], S. 321ff.). Fiir T'¢ gilt das allerdings nicht,
wie der folgende Satz zeigt:

SATZ 23 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Kdrper mit charll # 2 und C C Pa(L) eine
wrreduzible nichtsinguldire algebraische Kurve vom Grad n > 3. Dann ist der Stabilisator I'c von C
in der PGL3(LL) eine endliche Gruppe.

Beweis:

Aufgrund der vorherigen Bemerkungen sind nur Kurven vom Grad 3 zu untersuchen. Betrachte
zuerst denn Fall charll # 3. Es hat dann C neun paarweise verschiedene Wendepunkte (vgl. [15],
Cor. 10.8., S.70, in Verbindung mit Kap. 19, S. 153). Unter diesen muf es vier Punkte geben, die
ein nichtentartetes Viereck bilden, denn eine Kurve vom Grad 3 schneidet eine beliebige Gerade
hochstens dreimal. Die Gruppe I'c mufl dann auf diesen Wendepunkten operieren, hat also einen
Normalteiler N von endlichem Index, der diese neun Punkte, darunter ein Viereck, festliafit. Dann
ist aber N trivial und somit I'c endlich.

Betrachte nun den Fall charl. = 3. Affin hat C' oBdA. die Gleichung y? = z(z — 1)(x — t) fiir ein
t € L\{0,1} (vgl. [6], Prop. 4.6., S. 319). Projektiv ist C' dann die Nullstellenmenge des Polynoms
F mit

F(w,z,y) = wy? — 2° + (t + Dwa? — tw’z.

Es sei
*F 9*F *F
ow? Owdzx Owdy
._ | 9*F 9*F 9*F
h(w’ Ty y) T | Qwox Ox2 Oxdy € ]L[w7 Ty y}
9*F 9*F d*F
Owoy dx0y oy?

und H C P,(L) die Nullstellenmenge von h. Sie ist unter dem Namen Hessekurve von C' bekannt.
L#Bt eine Kollineation v € PGL3(LL) die Kurve C invariant, so auch die Hessekurve von C. Fiir
unser Polynom F' ist

h(w,z,y) = w (Pw? — t(t + Dwz + (t + 1) + (t + 1)y?)

und damit H reduzibel mit einer linearen Komponente w = 0. Die Gerade [co] = [1 : 0 : 0]
wird demnach von jedem v € I'c auf sich selbst abgebildet, I'c ist also eine Untergruppe des
Stabilisators dieser Geraden in der PGL3(L). Die Kurve C' muf} diese Gerade mindestens einmal
schneiden. Wir unterscheiden jetzt die Félle t = —1 und ¢t # —1:
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Firt = —1 ist

Flw,r,y) = wy?— 2%+ w’x
h(w,z,y) = w’
CNl1:0:00 = (0:0:1)=:S5

Der Schnittpunkt S von C mit [1: 0 : 0] mufl von jedem v € I'¢ fixiert werden, also wird v € T'¢
induziert von einer Matrix A € GL3(LL) mit

A7t = , ac # 0.

QU o2
o o O
_ o O

Es muB dann F = F o A~! sein mit
(FoA Y (w,z,y) = (ad* —b>+a*b)w 4 (2ade+a’c) w4 2adw?y +ae*wa? +awy? +2aewry — x>

Ein Koeffizientenvergleich mit F' ergibt zuerst d = e = 0 und somit dann (1 : —1 : 1) =
(a:—c3:a%) = (1 : —% : ac) sowie b(a® — b?) = 0. Damit folgt ¢ = L und a* = 1, weiter
b e {0,+a}. Also ist I'¢ fiir ¢ = —1 endlich.

Fiir t # —1sei K; .= {(w:a:y) € Po(L) : t2w? —t(t + Dwx + (t + 1)22% + (t + 1)y? = 0} der
(eventuell entartete) Kegelschnitt, der die von [1: 0 : 0] verschiedene Komponente der Hessekurve
H ist. Die Punkte P = (0: 1:v2—¢) und Q@ = (0 : 1 : —/2 — ) sind dann zwei verschiedene
Schnittpunkte von K; mit [co], weiter ist S = (0 : 0 : 1) der Schnittpunkt von C' mit [co]. Wenn
IT'c| = oo ist, hat I'c einen Normalteiler N vom Index 2, so daf} |[N| = oo ist und V v € N
gilt: PY =P, Q" =@Q, S7" =S, K; = K;. Somit besteht N einerseits aus Perspektivititen mit
Achse [o0], da jedes v € N drei Punkte, also alle Punkte auf [oo] fest ldfit. Andererseits ist N
eine Untergruppe des Stabilisators ', des Kegelschnitts K;. Ist K; entartet, so besteht K; aus
zwei verschiedenen? Geraden, etwa g und h, die sich in einem Punkt R ¢ [0o] schneiden, d.h. I'c
ist eine Untergruppe der Menge der Perspektivititen mit Zentrum R und Achse [oc]. Dann hat
jeder Punkt auflerhalb R U [o0o] eine kollineare Bahn. Da aber auf C' jeweils hochstens drei Punkte
kollinear sein kénnen, ist I'c endlich.

Ist K; nichtentartet, so mul V eine Untergruppe der Buekenhoutgruppe I'io;(K?) sein (vgl. Defi-
nition 8). Diese enthélt aber nur eine Perspektivitidt mit Achse [0o], wie man sich leicht tiberlegt.
Also folgt [T'¢| < 0. O

2.3 Kurven mit Singularititen

2.3.1 Klassifikation der singulidren Kurven mit unendlichem Stabilisator
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper

In diesem Kapitel werden alle irreduziblen singuldren algebraischen Kurven C in P2(L) mit un-
endlicher Kollineationsgruppe I'c < PGL3(L) klassifiziert. Es hat dann C' den Grad n > 3. Der
Korper L ist dabei algebraisch abgeschlossen und es ist charlL # 2. Eine vollstédndige Liste der
moglichen Kurventypen findet sich am Kapitelende im Satz 29. Um diesen Satz zu erhalten, wird
einen Reihe von Hilfssétzen benotigt. Die Beweise dieser Hilfssétze stiitzen sich hauptséichlich auf
die Betrachtung der geometrischen Konstellation der Singularitdten und auf elementare Eigen-
schaften algebraischer Kurven.

2Es kann K keine Doppelgerade sein wegen K; # [0o] und |K: N [oo]| = 2.
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Betrachte eine irreduzible algebraische Kurve C' C Py(L) iiber einen algebraisch abgeschlossenen
Korper L mit charll # 2 als Nullstellenmenge des homogenen Polynoms F' vom Grad n > 3 mit

F(wa €, y) = Z ai,j,kwixjyk'
Ist etwa der Punkt S := (1:0:0) eine Singularitét von C, so existiert ein s € {2,...,n — 1} mit

F<waxa y) = wnisfs(xay) + wnisilferl(xvy) +o T+ U)fnfl(.’t, y) + fn(xay)~

Dabei sind die f; € L[z,y] homogene Formen vom Grad ¢ und fs sowie f, vom Nullpolynom
verschieden. Die Singularitdt (1 : 0 : 0) heift s-facher Punkt von C. Die Form f; zerfillt in
Linearfaktoren, da IL algebraisch abgeschlossen ist:

S

fs(z,y) = H(aix + biy)

=1

Die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Geraden T; = [0 : a; : b;], die durch diese Linearfak-
toren definiert sind, nennt man die Tangenten von S. Fiir jede von diesen Tangenten verschiedene
Gerade g durch S gilt fiir deren Schnittmultiplizitit m mit C' in S: m(C, S, g) = s. Fiir die Tan-
genten T; gilt jeweils m(C, S, T;) > s + 1, genauer:

m(C,S8,T;) =s+k+1S a;x+biy|fotr1,. 00+ by|forr, a:ix +biy fforrnt

Eine irreduzible singuldre algebraische Kurve C kann nur endlich viele Singularitéten haben. Die
Kollineationsgruppe I'c < PGL3(L) einer solchen Kurve mufl dann auf dieser endlichen Menge
der Singularitéten operieren. Falls nun I'c eine unendliche Gruppe ist und N der Normalteiler von
T'c, der die Menge der Singularititen punktweise festléfit, so hat, da I'c /N eine endliche Gruppe
ist, N in I'¢ endlichen Index, also ist auch N eine unendliche Gruppe.

Da jede lineare Kollineation von Py (L), die vier Punkte (in allgemeiner Lage) festliafit, bereits die
Indentitét ist, kann demnach die Singularitdtenkonstellation von C' nicht allzu kompliziert sein.
Auflerdem ist klar, dal die Gruppenstruktur des Normalteilers N umso einfacher wird, je grofer
die Anzahl der Singularitéten ist.

Der Normalteiler NV ist nicht die einzige Untergruppe von I'¢, die spéter betrachtet werden wird.
Gemeinsam ist diesen Untergruppen allerdings, dafl sie unendliche Gruppen sind.

BEMERKUNG und DEFINITION 12 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Koérper mit
charlL # 2 und C eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 3 in P2(LL), die mindestens
eine Singularitdt hat. Fiir den Stabilisator I'c von C' gelte:

ITc| = o0

Wir betrachten die Menge S := {S1,...,5,} (v € N) der Singularitidten von C' und fiir jedes

i€ {1,...,v} die Menge 7; := {T;1,...,T;p,} (pi € N) der Tangenten von S;. Die Gruppe I'c
operiert nicht nur auf den Punkten von S, sondern auch auf der Menge der Geraden aus

Ts :=U;_, T;. Es sei nun

N < T'¢ der punktweise Stabilisator von & und
M < N der geradenweise Stabilisator von 7s.

Es gilt:
M<aN, M,N<xTl¢
[Co:N] < oo, [N: M]<oo, I'¢: M]=[T¢:N|[N:M<ocx
[M| = [N|=|Tc|= oo
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Wir betrachten aufierdem eine beliebige Untergruppe H der PGL3(L) und fiir X € {M, N} die
Gruppe U := HN X. Falls |H NT¢| = o ist, folgt:

U] = o0

DEFINITION 13 Es seien n,k € Nmitn >3, 1 <k <n-—1, (k,n) =1. Die Nullstellenmenge
des Polynoms
Fn,k(wv z, y) = wn_kyk — "

bezeichnen wir mit C,, ;. Eine Kurve C in Py(L), die projektiv dquivalent ist zu einer Kurve
Ch i, heifit verallgemeinerte Parabel. Da dieser Begriff spéter sehr haufig auftaucht, kiirzen wir
ihn ab mit VP-Kurve. Man kann oBdA. k& < n — k annehmen, denn eine Kurve mit der Gleichung

w" Fyk — 2™ = 0 ist projektiv dquivalent zu einer Kurve mit der Gleichung w*y™—* — 2™ = 0.

VP-Kurven sind irreduzibel und besitzen Kollineationsgruppen von unendlicher Ordnung, wie der
folgende Satz zeigt:

HILFSSATZ 24 FEs sei L ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit charl, # 2 und C eine
irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 3 in Py(LL). Die Menge S der Singularititen von C
enthalte mindestens einen Punkt und der Stabilisator I'c von C sei eine unendliche Gruppe.
Dann gilt:

(I) Falls unendlich viele Elemente aus I'c ein (nichtentartetes) Dreieck festlassen, ist C eine
VP-Kurve.

(II) Wenn C projektiv dquivalent ist zu Cy i, so ist U'c konjugiert zu I'y j, := T¢, , . Die Gruppe
Ty, wird induziert von folgender Untergruppe der GLs(L):
(a) charL =p, k=1, n=p" fir ein N € N:

1 0 0
r t 0 | eGLs(L): rel, tel,

N (T

(b) in allen anderen Fillen:

1 0 0
0 t* 0| eGLsL): teL,
0 0 tn

Beweis:
(1) Es sei A ein nichtentartetes Dreieck, das von unendlich vielen Elementen aus I'c festgelassen
wird, weiter I'a der Stabilisator® von A in der PGL3(L) sowie H < I'a die Menge der Kollinea-
tionen, die die drei Ecken von A punktweise festlassen. Wegen I'a/H = Y3 und [Ta NT¢| = oo
folgt (vgl. Bem. 12):

|H N Fc| = 0.

Man kann oBdA. annehmen, daf§ A das Einheitsdreieck ist mit Ecken {E1, Fs, E3} =
{(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)}. Dann wird H induziert von

1 0 0
H={hM\up)=[0 X 0] eGL3(L): \,pel,p <GL3(L).
0 0 w

3Die Ecken von A kénnen hier von Kollineationen aus I'a nichttrivial permutiert werden.
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Es sei h(A, ) € H die von der linearen Abbildung A'(A, 1) induzierte Kollineation. Wegen Bemer-
kung 12 ist U := H N M von unendlicher Méchtigkeit.
Wir setzen I := {(A\,pu) € Ly x L, : h(A, p) € U}.

(2) Wir betrachten nun das Polynom F(w,z,y) € Lw, z,y], dessen Nullstellenmenge C' ist:
F(’LU7 €, y) = Z ai,j,kwixjyk

Die Menge aller Tripel (i, j, k) mit 4, j, k € Ng und i + j + k = n bezeichnen wir mit 7,,.
Wenn h(\, i) € T ist, ist auch h(A™1, u=1) € T'c. Andererseits ist ChOHTY) die Nullstellen-
menge des Polynoms
F(w, Az, py) = Z aiijk)\jukwixjyk.
Also folgt:
V(A p) eI e\ p) €l,:
e\ ) Y aijpw'alyt =3 a; 5 N pFwiady*
bzw.
VA p) €T A e(Apu) €Ly :
N (i,j, k) el,: ai7j,kc()\,u) = aid’k)\juk

(3) Die Singularititen von C miissen in die Ecken von A hineinfallen und die Tangenten der
Singularitdten kénnen nicht verschieden von den Kanten des Dreiecks A sein:

Wiirde eine Singularitéit der Kurve C' auflerhalb von A liegen, so wire |[U| = 1, denn es gibt keine
nichttriviale Kollineation, die ein nichtentartetes Viereck festlift.

Sei nun P ein Punkt aus A\{E1, Es, E3} =: A, und I'p der Stabilisator von P in der PGL3(L). Es
muf [UNTp| < n sein, denn U NT'p besteht aus Homologien, die dasselbe Zentrum und dieselbe
Achse haben. Fiir jeden Punkt Q € Pa(LL)\A ist dann QU™ eine Menge kollinearer Punkte und
es ist [QUTP| = |[U NTp| (eine Homologie ist durch das Bild eines Punktes aufierhalb der Achse
und verschieden vom Zentrum eindeutig bestimmt). Da die Kurve sicher Punkte aulerhalb von A
hat, andererseits jede Gerade nur hichstens n-mal schneiden kann, folgt:

VPeA,: |[UNTp|<n (%

Hitte nun C eine Singularitéit S auf A,, so wire U = U N T'g endlich, ein Widerspruch. Weiter
folgt, dal die Tangenten einer Singularitéit nicht verschieden von den Dreieckskanten sein kénnen,
sonst wiirde némlich eine solche Tangente eine der Kanten auflerhalb der Ecken in einem Punkt P
schneiden. Es wére dann U NI'p = U endlich, wieder ein Widerspruch.

(4) Die Schnittpunkte von C' mit A miissen in die Ecken von A hineinfallen:

Angenommen, CNA, # (). Das heifit, es gibt eine Dreieckskante g von A mit gNC' = {P;,...,P.} C
A, r > 1. Es sel Y der punktweise Stabilisator der Menge {P,...,P.} in U. Die Gruppe Y ist
ein Normalteiler in U von endlichem Index, da U auf {P,..., P.} operiert. Wegen [U : Y] < oo
ist |Y| = oo, ein Widerspruch (vgl. (x)).
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(5) Nun wird gezeigt, daf die von A und p abhingige Konstante c()\, i) aus (A) gleich pu*o sein
muB fiir ein ko € {1,...,n —1}:

Man kann oBdA. annehmen, da§ Fy = (1 : 0 : 0) und E5 = (0 : 0 : 1) auf C sind, denn fiir
jede beliebige Gerade g in Po(LL) ist |C N gl > 1. Wegen (2) und (4) mufl dann die Gleichung
F(w,0,y) = 0 genau die zwei nichttrivialen Losungen w = 0 # y und w # 0 = y haben. Deshalb
existiert ein ko € {1,...,n — 1} mit

nfk‘() k}o

n

n—i, i
E Un—i,0,iW" "Y' = An—tp,0,eW" " "°Y™,  Gp—po,0,ke # O-
=0

Mit (A) ergibt sich:
(B){ V() el c(Ap)=pko
VY (\p)el, vV (i,5,k) €1, : aijkuk" = aid"k)\j,uk
(6) Betrachte den Fall E; = (0:1:0) ¢ C:
Es ist dann ag .0 # 0 und mit (B) schlielich
ko = X"V (A, pu) € 1.

Das impliziert, da§ der Punkt (1 : X : ) € P2(LL) auf der VP-Kurve C,, y, liegt fiir jedes (A, p) € 1.
Nimmt man weiter oBdA. an, dafi der Punkt (1:1: 1) auf C liegt, so folgt wegen

1 0 0 1 1
0 X 0 11=1x],
0 0 p 1 I

dafl der Punkt (1 : A : p) auch auf C liegt fiir alle (A, u) € I. Da |I| = oo ist und C irreduzibel
vorausgesetzt war, sind C' und C,, 1, gleich, da C,, 1, die Nullstellenmenge eines Polynoms vom
Grad n ist (Satz von Bézout).

(7) Wir zeigen nun, daf der Fall E5 = (0:1:0) € C nicht eintreten kann.

Angenommen, F5 ist ein s-facher Punkt von C' mit s € {1,...,n — 1}, dann folgt:

n

F(w,z,y) = 2" fy(w,y)
k=s
mit homogenen Formen f vom Grad k sowie fs # 0. Die Form f; zerfillt in Linearfaktoren, etwa

S

fa(w,y) = [Joiw + ci),  (bi,ci) # (0,0).
i=1
Die Tangenten an Fs sind gegeben durch L; = [b; : 0 : ¢;]. Fiir s > 2 ist Es eine Singularitét, also
sind die Tangenten enthalten in {[1:0:0],[0:0: 1]} (vgl. (3)). Fiir s = 1 hat der einfache Punkt
E5 nur eine Tangente, diese ist auch enthalten in {[1:0:0],[0:0: 1]}, denn wenn Es von jedem
h(A, 1) € U festgelassen wird, wird auch die Tangente an F festgelassen. Man argumentiere weiter
mit (x). Es folgt:

S
; . _2 : i) s—i _ io, s—i
Fip € {07 ceey 5} : fs (w7 y) = Qi n—s,s—iW Y = Qjy,n—s,5—io W OyoTro, Qig,n—s,5—1ig 7é 0
1=0
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Mit (B) folgt:
pro = XSS (A p) € 1

Wir nehmen nun wieder an, daf§ (1:1: 1) € C ist und unterscheiden die Fille kg = s — ip sowie
k>s—igund kg < s —ip:

Falls kg = s — g ist, ist A" =1V (A, ) € I. Dann gibt es nur endlich viele A\ € L, mit (A, u) € T
fir ein p € L. Wegen |I| = oo findet sich also ein Ao € L, mit A\{™* = 1, zu dem unendlich viele
u € L, existieren mit (Ao, ) € I. Betrachtet man die Menge aller Kollineationen h(Ag, ) € U
bzw. die Menge

Ho = {(00, )" = h(1,5°09) = (o, p) € T} C T,

so muf} diese Menge unendlich viele Elemente enthalten, ansonsten gibe es namlich ein ¢ € L, so
daB das Polynom z°(*0) — ¢ ¢ L[z] unendlich viele Nullstellen hitte. Die Kollineationen aus Hy
sind Homologien mit Zentrum (0: 0 : 1) und Achse [0: 0 : 1], ein Widerspruch (vgl. (3)).

Falls ko +ip — s = n—s =: [ > 0 ist, erfiillt jedes Paar (), 1) € I die Gleichung A\ = 1i!. Betrachtet
man die Menge aller Kollineationen h(\, 1) € U bzw. die Menge

Hy = {(h()\,u))l : (\Lp)el}CU,

so muf} auch diese Menge unendlich viele Elemente enthalten. Denn wire |H;| < oo, so giibe es
ein t € L, mit [{(A\,p) € I : N =t = pl}| = oo, ein Widerspruch dazu, da8 das Polynom
z! —t € L[z] nur endlich viele Nullstellen haben kann. Damit haben wir aber unendlich viele
Homologien (h(\, u))! € U, diesmal mit Zentrum (1 : 0 : 0) und Achse [1 : 0 : 0], derselbe
Widerspruch wie oben.

Falls n—s # ko +19—s > 0 ist, setze | := kg +1i9—s, m := n—s. Fiir jedes Paar (\, ) € I ist dann
der Punkt (1: X : p) auf der Kurve C, andererseits auf einer (nicht notwendigerweise irreduziblen)
Kurve C mit der Gleichung

wm Tyt = ™ firl <m
gt o= wmma™ fiir 1 > m.

Firl <m =mn—s < n oder n > 1 > m ergibt sich sofort ein Widerspruch zum Satz von Bézout
wegen |I| = oo.

Fiir n. =1 > m muB C = C sein, aber C enthilt nicht den Punkt (0:0:1).

Fiir n < I, [ > m mu$ C eine Komponente von C sein, C miifite also auch hier den Punkt (0:0:1)
enthalten, Widerspruch.

Falls ko + 190 — s < 0 ist, setze | := —(ko + 19 — s) > 0, m :=n — s. Fiir jedes Paar (A, u) € I liegt
dann der Punkt (1 : A : p) auf der Kurve C, andererseits auf einer Kurve C' mit der Gleichung

Diese Kurve hat den Grad n—kq—ig < n, da kg > 0 ist. Ein Widerspruch zur Irreduzibilitét von C.

(8) Die Kurve C hat also wegen (6) und (7) die Gleichung
w"Fy* = 2" fiir ein k= ko € {1,...,n — 1}

und ist deswegen eine VP-Kurve C,, ;.. Fiir (n, k) > 1 ist C reduzibel, also sind n und & teilerfremd.
Man sieht sofort, daB fiir jeden Punkt (1 : A : ) € C mit Au # 0 die Kollineation h(A, 1) die Kurve
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festlaBt. Da man C, j, parametrisieren kann, und zwar
Cogp={1:t":t") ePy(L): teL}U{(0:0:1)},

wird U induziert von

1 0 0
0 t* 0 | eGLy(L): tel,
0 0 "

Fiir £ > 1 ist die Menge der Singularitidten von C,,  gleich {(0 : 0 : 1),(1 : 0 : 0)}. Dabei ist
(0:0:1) ein (n—k)-facher Punkt mit (genau einer) Tangente [oo] und (1 : 0 : 0) ein k-facher Punkt
mit (genau einer) Tangente [0: 0 : 1. Wegen n — k # k ist deshalb T'c =Ta NT'c = HNT¢ =U.

Fiir k = 1 ist — bis auf den Sonderfall n = p"¥ in Charakteristik p — der Punkt (1 : 0 : 0) der einzige
Wendepunkt von C, , mit Tangente [0 : 0 : 1]. Die Kurve hat dann nur eine Singularitét (0:0: 1)
mit nur einer Tangente [oo]. Deshalb ist auch hier I'c¢ =Ta NTe = HNTe =U.

Fiir k = 1, charL = p, n = p" fiir ein N € N hat die Kurve einen Knoten P = (0: 1 : 0), also einen
Punkt, in dem sich alle Tangenten an C treffen. Es gibt genau eine Singularitit S = (0 : 0 : 1),
und die hat genau eine Tangente, ndmlich [oc]. Die volle Gruppe I'c muf also S und P festlassen.
Dafl T'¢ genau die in (ITa) angegebene Gruppe ist, bestéitigt man leicht durch Nachrechnen. (I

Fiir die Menge S = {S1,..., S, } der Singularitéten einer singuléren irreduziblen Kurve C, die keine
VP-Kurve ist und fiir die |T'c| = oo gilt, folgt aus dem eben bewiesenen Satz, daf in S kein Drei-
eck enthalten sein kann. Das legt die néichste Frage nahe: Wenn C' keine VP-Kurve ist, kann dann
I'c mit dem Stabilisator zweier Punkte (in der PGL3(L)) unendlich viele Kollineationen gemein-
sam haben? Im n#chsten Satz wird gezeigt, dafl das nur im Falle endlicher Charakteristik moglich
ist und auch da nur fiir einen speziellen Kurventyp, der in der folgenden Definition eingefiihrt wird.

DEFINITION 14 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p # 2 und
C C Py(L) die Nullstellenmenge der Gleichung

N
Flw,z,y) = w" "y + anfpm (aix® +by"")
i=1
mit n = pV fiir ein N € N sowie (a;,b;) € L x L, (an : by) € {(0:1),(1:0)}. Eine Kurve C in
P2(L), die projektiv dquivalent ist zu einer Kurve C, heifit Translationskurve.

Eine Kurve C hat genau eine Singularitit* S, diese wiederum hat genau eine Tangente, nimlich
[0o]. Der Punkt (0 : 1 : 0) ist ein Knoten von C, d.h. dort treffen sich alle Tangenten von C.
Man kann [oo] als unendlich ferne Gerade bzgl. einer affinen Ebene auffassen. Betrachtet man die
zugehorige affine Kurve, in diesem Fall C\{S} als Nullstellenmenge der Gleichung F'(1,z,y) = 0,
so gibt es unendlich viele Translationen in dieser affinen Ebene, die C\{S} festlassen. Daher der

Name.
FEine Kurve, die die Nullstellenmenge eines Polynoms F' wie in Definition 14 ist, ist nicht notwen-
digerweise irreduzibel (etwa a; = 0 Vi = 1,...,N). Aulerdem erhilt man fiir gewisse Koeffizien-

tenkonstellationen VP-Kurven: Die Kurve C,~ ; fiir charl. = p beispielsweise ist ein Spezialfall
einer solchen Translationskurve. Sie besteht im Affinen aus den Punkten {(t,tpN) : t €L} und

Firay #0="by ist S=(0:0:1), firay =0# by ist S=(0:1:0).
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jede Translation 7, mit v = (u, upN) fiir ein u € L operiert auf diesen Punkten.

Es gibt aber auf jeden Fall Kurven C, die irreduzibel und keine VP-Kurven sind: Das Polynom
Flw,z,y) = w”2_1y + wPaP + yp2 ist irreduzibel, was man folgendermaflen einsieht:

Das Polynom F ist genau dann irreduzibel, wenn f(x,y) = F(1,z,y) irreduzibel ist (vgl. [15], S.18,
Thm. 3.18). Fafit man nun f(z,y) € L[z, y] als Polynom in z iiber dem Korper L(y) auf und setzt
man a := —y — P, so liegt das Polynom 2? — a € (L(y)) [x] vor. Da a keine p-te Potenz in L(y)
ist, ist dieses Polynom irreduzibel iiber L(y) (vgl. [11], S.297, Thm. 9.1). Dann liegt iiber L[y] erst
recht Irreduzibilitét vor.

Dafl diese Kurve keine VP-Kurve ist, ergibt sich aus der Tatsache, dafl alle Tangenten durch
(0:1:0) gehen und F((0:1:0)) =0 ist. Wenn bei VP-Kurven alle Tangenten durch einen Punkt
gehen, liegt dieser aber nicht auf der Kurve.

HILFSSATZ 25 FEs sei L ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit charl. # 2 und C eine
singulire, irreduzible Kurve vom Grad n > 3 in Po(L), die keine VP-Kurve ist. Der Stabilisator
L'e von C sei eine unendliche Gruppe. Dann gilt:

(I) Wenn T'c mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Punkte unendlich viele Elemente ge-
meinsam hat, ist charl. = p # 0 und C ist eine Translationskurve.

(I1) In der Darstellung von Definition 14 hat eine Translationskurve C' die Kollineationsgruppe
Te =V % Z mit einem Normalteiler V' von endlichem Indez, der induziert wird von V' <

GLB (L)!

0 0
V' = r 1 0]eGL3L): (1:r:s)eC
0 1

Der Faktor Z ist eine endliche Gruppe, die isomorph ist zu Z' mit

10 0
7 = 0 A 0 |eGL3L): Ae GF@p')\{0}
0 O Apﬂl

Die natiirlichen Zahlen m und j sind durch die Koeffizienten der vorliegenden Translations-
kurve eindeutig bestimmit.

Beweis:

Der Beweis ist unterteilt in sechs Schritte. In (1) bis einschlieBlich (4) wird die Existenz eines
geeigneten Normalteilers V' <1 ' bewiesen mit |V| = co. Mit Hilfe dieses Normalteilers wird dann
in (5) die Gleichung F' der Kurve C berechnet. In (6) wird die volle Gruppe I'¢ bestimmt.

(1) Es seien Py, Py zwei verschiedene Punkte in P2(LL), so dal unendlich viele Elemente aus I'c
die Menge { P, Py} festlassen. Ferner sei G der Stabilisator der Menge { Py, P>} in der PGL3(LL)
und die Gruppe H < G sei der punktweise Stabilisator von {P;, Po}. Wegen G/H = 35 und
|G NT¢| = oo folgt:

|H N Fc| =00

Man kann oBdA. annehmen: {P;, P} = {Es,E3} ={(0:1:0),(0:0: 1)} C [00]. Dann wird H
induziert von

0 0
H={[t X 0]|eGLsL): t1,taeL, \peL, $ <GLs(L).
t2 0 12
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Man kann H’ in ein semidirektes Produkt zerlegen:

H = N xZ' mit
1 00

N = ’I’L/(tl,tg) = (tl 1 0] eH: ti,to €L < H'
to 0 1
1 0 0

AES ZAp) =10 A 0)EH’:A,MEL* < H'
0 0 p

Sind N, Z,n(t1,t2), z(A\, u) die von obigen Untergruppen bzw. linearen Abbildungen induzierten
projektiven Gruppen bzw. Kollineationen, so ergibt sich fiir jede Kollineation h € H eine eindeutige
Darstellung h = n(t1,t2)z(A, p).

Wegen Bemerkung 12 ist U := H N M von unendlicher Méchtigkeit. Da C' keine VP-Kurve ist, ist
(vgl. Satz 24) die Menge S der Singularitéten von C in [0o] enthalten.

(2) Nun wird gezeigt: In U gibt es kein Element mit unendlicher Ordnung.

Angenommen, es existiert ein h = n(t1,t2)z(\, 1) € U mit o(h) = oo.

Falls A = p = 1 ist, ist fiir charL. = p die p-te Potenz von h gleich der Identitdt. Fiir charl. = 0
liegt eine Elation vor und fiir jeden Punkt P € C auBerhalb von [oc] ist dann P{" eine unendliche
Menge von kollinearen Punkten, was nicht sein kann, da die Kurve C' jede Gerade g in Py(L)
héchstens n-mal schneiden kann.

Falls [{1,\, u}| = 3 ist, hat (h) drei nichtkollineare Fixpunkte, und weil C keine VP-Kurve ist,
widerspricht das Satz 24.

Falls [{1, A\, u}| = 2 ist, mufl man ein wenig rechnen. Klar ist, da§ h keine Homologie sein kann,
weil es sonst zu viele kollineare Punkte auf C' géibe. Wenn & keine Homologie ist, wird h induziert
von einer der folgenden Matrizen:

1 00

(1) t1 1 0 ,t17é0,,u7é1
to 0 12
1 00

i) [t A O], ta#0, A£1
ta 0 1

Wir kénnen jedoch oBdA. annehmen, daf h gegeben ist durch folgende Matrix Ap:

1 0 0 1 0 0 1 0 0
Ap,=|-t 1 0]=|-t 1 0 01 0], tel,
0 0 u 0 0 1/ \0 0 u

=:A; =:A,

Diese Annahme kann man machen, weil Matrizen der Form (i) innerhalb H’ konjugiert sind zu
solchen mit to = 0, bei Matrizen der Form (ii) vertausche man einfach Fy und Es5. Es sei z die
durch A, 77! die durch A; gegebene Kollineation. Da diese beiden Kollineationen kommutieren,
erhalten wir im Falle endlicher Charakteristik:

hP = 2P
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Die Kollineation z? ist eine Homologie von unendlicher Ordnung, ein Widerspruch. Also verbleibt
der Fall charll = 0.

Wenn charl, = 0 ist, ist wegen ¢ # 0 das Erzeugnis der Elation 7 isomorph zu Z. Wegen h™ =
(r71z)m = (r=1)m2™ folgt

ansonsten wire h°(*) = (771)°(2) eine Elation mit kollinearen Punktebahnen. Nun betrachten wir
die Wirkung von h = 7712z = 277! auf der Kurve C. Wegen h™(C') = C bzw. (277 1)™(C) = C ist
C(m) = (r~H™(C) = (z7H)™(C) Vm € Z.

Jede Kurve C'(m) muB die Gerade [0o] mindestens einmal schneiden. Fiir m = 0 ist C'(m) = C.
Insbesondere gilt:

an [OO] - {E27 E3}
Das sieht man folgendermafien ein: Angenommen,
QO =CnN [OO]\{EQ,E?,} 75 @, QO = {Pl, . '7PT0}7 To > 1.
Es ist 7 (Q0) = 2™(Q0) ¥V m € Z. Da 7], die Identitit ist, folgt 2 () = Qo ¥V m € Z. Betrachte

die Punkte Py := (0:1:y) mity # 0 und 2™ (P;) = (0: 1 : p™y) fiir m € Z\{0}. Wegen o(u) = oo
ist 2™ (P;) hochstens fiir endlich viele m in Qg enthalten, ein Widerspruch.

Die Kurve C habe die Gleichung F(w,z,y) = Y a; ; sw'zIy*. Dann folgt aus C N [oo] C {E2, E3}:
Jre{0,...,n} mit
(A)¢ F(0,z,y) = ia@,j,n—jxjynij = ao,rm—rz Y,
J=0
ao,rm—r # 0, aojn—j =07 j€{0,...,n}\{r}
Nun machen wir uns klar, daf§ der Punkt Eq = (1 : 0 : 0) nicht auf C liegen kann.

Angenommen, (1:0:0) € C. Esist (1:0:0)=2"((1:0:0)) € 2™(C) = 7™(C) und deshalb
auch (1:0:0) € 7(C'). Dies impliziert:

T7™(1:0:0) eCVmeZ
= {r7™((1:0:0)): meZ}CC

Demnach enthélt C' unendlich viele kollineare Punkte, Widerspruch.

Die Kurve C schneidet die Gerade [0: 0 : 1] genau im Punkt (0:1:0) = Es:
Angenommen, (0:1:0) ¢ C. Wegen (1:0:0) ¢ C folgt
Ql =CnN [O :0: 1]\{E1,E2} 7é @, Ql = {Ql,...,er}, 1 2 1.
Es ist 7™(Q1) = 2™(1) ¥V m € Z. Da z||g.0.1] die Identitét ist, folgt 7™ (Qy) = Q1 V. m € Z.
Betrachte die Punkte Q1 := (1 : 2 : 0) mit z # 0 und 7™(Q1) = (1 : tm + z : 0) fiir m € Z\{0}.

Da {7™(Q1) : m € Z} keine endliche Menge ist, kann sie nicht in ; enthalten sei, Widerspruch.
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Es folgt:

n
F(w,z,0) = Zai,n—i,owiﬂﬁn_i = an,0,0w",
=0
(B) 0n,0,0 75 0, Qi n—i,0 = 0OvVie {0, Lo, — 1}
sowie fiir r aus (A):
r<n (denn wegen Ey € C folgt ag n,o = 0)

Betrachte nun C'(m) = 7~ ™(C) = z=™(C) fiir m € Z. Die Kurve z~™(C') hat die Gleichung

Gm (wa xz, y) = Z ai,j,kﬂkwizjyka
0,4,k
die Kurve 77™(C) hat die Gleichung

Hy(w,z,y) = Z ai jpw' (tmw + x)y"
i,5,k

Z Z Qj,j5,i3 <‘;) (tm)l wi ZL’iz yiB .

11,12,13 i+ 1l=1q
j—1=io

Es sei I,, die Menge aller Tripel (i, j, k) € N3 mit i + j + k = n. Wegen 7-™(C) = 2~™(C) folgt,
daB fiir alle m € Z eine Konstante ¢(m) # 0 existiert mit

G = c(m)H,,

e v (i17i2= i3) el: ailin’iBH’iS = c(m) Z @i,j,is <§> (tm)l
it l=
j—1l=ig

Wegen (B) gilt:
0# Qn,0,0 = c(m) Z Qi .k (?) (tm)l = c(m)an,o’o

i+l=n
j—1=0

Also mufl immer ¢(m) = 1 sein. Wegen (A) folgt nun

ao,rn—rpt" " = Z i jn—r (g) (tm)l = agrn—r 7 0,

i+l1=0
j—l=r

demnach mufl 4”~" = 1 sein. Wegen (B) ist 7 < n, damit hat y endliche Ordnung, ein Widerspruch.

(3) Nun wird gezeigt: Die Menge der Elementordnungen {o(h) : h € U} ist nach oben beschrinkt.

Angenommen, die Elementordnungen von U werden beliebig grof3. Da Kollineationen aus U, die
von Matrizen aus H' mit 1 = A = u induziert werden, Elationen sind, ist deren Ordnung durch n
nach oben beschrinkt. Kollineationen h € U mit o(h) > n werden deshalb induziert von Matrizen

der Form )

0 0
A=t A 0|, oA <oo, o(p) < o0
tg O 12
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mit [{1,\, p}| € {2,3}. Falls A nur zwei Eigenwerte besitzt, ist A konjugiert zu einer Matrix

100
B=|t¢t 1 0], t#0, p#1,
0 0 u

denn fiir ¢t = 0 l4ge eine Homologie vor, deren Ordnung < n ist. Fiir charl. = 0 ist o(B) = oo,
was wegen (2) nicht sein kann. Fiir charl. = p induziert B? eine Homologie, d.h. o(B) < pn.
Also werden Kollineationen h € U mit grofler Ordnung von Matrizen A wie oben induziert mit
[{1,\, u}| = 3. Diese haben ein Fixdreieck A mit Ecken Ey, E3 und (1: 2 : -£2-). Es sei nun

1-X " 1—p
1 0 0
W' = t1 A 0] eH : o)) <oo, o(p) < oo, {I,\, u}| =3 3 C GL3(L)
t2 0 1%

und W die von W’ induzierte Menge von Kollineationen. Wenn nun laut unserer Annahme die
Elementordnungen in U nach oben unbeschrinkt sind, existiert eine Folge (h;);cn mit

lim o(h;)) =cound h, e UNW VieN.
OBdA. kann man dabei annehmen, dafi n® < o(h;) gilt und o(h;) < o(h;) fiir i < j, 4,5 € N.
Betrachte nun fiir jedes Folgeglied h; das zugehorige eindeutig bestimmte Fixdreieck A; bzw. die
Menge Fa := {A; : i € N} dieser Fixdreiecke. Es muf} gelten:

|Fa| = o0

Denn wére |Fa| < 0o, so gibe es ein ¢ € N mit A?j = A, fiir unendlich viele j € N. Da aber die
Folgeglieder von (h;);en paarweise verschieden sind, widerspricht das Satz 24 bzw. der Tatsache,
dafl C' keine VP-Kurve ist. Wegen |Fa| = oo kann man nun annehmen, dafl A; # A; ist fiir alle
1 # j, i,j € N (ansonsten wihle man eine geeignete Teilfolge von (h;);cn aus).

Es werde das Folgeglied h; induziert von der Matrix

1 0 O
Ai = tli )\z 0
to;g 0wy

Weiter sei Z; die Ecke von A;, die verschieden von Fs und F3 ist. Wir betrachten nun die Mengen
Q; = A\{[o0], Z;} und zeigen: Q;NC =0VieN
Dazu setze o(\;) = a;d;, o(p;) = bid;, d; =ggT(o(\;),0(u;)). Dann ist o(h;) = o(4;) = a;b;d; > n3.
Die Kollineation h;“dl ist eine Homologie der Ordnung b;, also ist b; < n. Die Kollineation hi»”d'i ist
eine Homologie der Ordnung «a;, also ist a; < n. Dann muf} aber d; > n sein und lim; .., d; = oco.
Betrachte nun ~; := h%"  induziert von der Matrix

1 0 0
A?ibi = T14 )\?ibi’ 0

ro; 0 pd
Wegen o(\}1%) = o(ui") = d; existiert eine primitive d;-te Einheitswurzel &;, mit A% = &;..
AuBerdem existiert ein ; € {2,...,d; — 1} mit ggT(r;, d;) = 1 und pf = §y!, denn p$it st eben-
falls eine primitive d;-te Einheitswurzel. Es kann nicht r; = 1 sein, sonst wiére ~y; eine Homologie,
im Widerspruch zu d; > n.
Fiir jeden Punkt P aus ; gilt nun:

(PO = o(y;) = d; > n.
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Daraus folgt dann wie behauptet:
uNC=0 VieN

Die Menge Fa wird jetzt in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt:

FXZZ{AZ'EFA: Zl¢C}
Fi::{Aj,EFA: ZiEC’}

Wir zeigen nun: |FR| < oo

Angenommen, |FR| = cc. Betrachte fiir A; € FR die Geraden

9i = 2Z;V E3
l; := Z;V Es.

Esist g;NC = E3, [;NC = F3 Vi € Nmit A; € FR. Wenn |FR | = oo ist, ist entweder {g; : A; € FR}
oder {l; : A; € F{} von unendlicher Michtigkeit, da die Dreiecke A; paarweise verschieden sind.
Wenn oBdA. |{g; : A; € FQ}| = o ist, ist wegen der Schnittmultiplizitit m(g;,C, E3) = n die
Ecke E3 ein n-facher Punkt der Kurve. Dann ist C' reduzibel, Widerspruch.

Es sei nun J C N gegeben durch J = {i € N: A; € FA}. Da |Fa| = oo ist und |F3| < oo, ist
|J| = oo. Fiir alle j € J ist wegen (1) Z; ein einfacher Punkt der Kurve C, dessen Tangente Tj
dann fest bleibt unter der Wirkung von h;, d.h. T} ist eine der Dreieckskanten. Teilt man nun die
Indexmenge J in zwei disjunkte Teilmengen auf, und zwar

I = {jEJZEQETj}
I' == {jeJ: BseTy},

so muf} eine dieser Indexmengen unendlich viele Elemente enthalten, oBdA. also || = co.

Fiir charl. = 0 konnen durch F5 nur endlich viele Tangenten gehen. Daraus folgt, dafl sich die
unendlich vielen paarweise verschiedenen Punkte {Z; : ¢ € I'} auf endlich viele Geraden verteilen
miissen. Das ist ein Widerspruch zu Q; N C = 0.

Es sei nun charlL. = p. Wir zeigen zuerst, dafl die Kurve C' einen Knoten hat, der nicht auf C liegt
(ein Knoten ist ein Punkt, durch den unendlich viele Tangenten von C' gehen). Danach zeigen wir,
dafl die Kurve genau eine Singularitéit besitzt, und zwar einen (n — 1)-fachen Punkt.

Wegen |I| = co gehen unendlich viele Tangenten durch Es (argumentiere wie in charlL = 0). Dann
ist F5 ein Knoten und C ist gegeben durch ein Polynom F' € L[w,z?,y] mit 9, F = 0. Betrachte
fiir © € I wieder die Geraden g; = Z; V E3, l; = Z; V E5 = T;. Fiir die Schnittmultiplizitdten mufl
wegen ; N C = () gelten:

m(g;, E5,C) = n—1

Wieder wegen Q; NC = 0 gilt aber auch |{g; : ¢ € I}| = co. Deshalb ist F3 ein (n—1)-facher Punkt
von C, der nur eine Tangente haben kann, und zwar [0o]. Damit erhalten wir fiir das Polynom F:

F(w,z,y) = yw" ™ + F,(w, )

mit einer homogenen Form E, € L[w, zP] vom Grad n. Weiter gilt p|n, sonst wire C wegen w|F
reduzibel. Setze n = up und

u
F(w,z,y) = yw" ! — Z aqu (=D ydp,
d=0

107



Dabei ist a,, # 0 (sonst w|F) und v > 2. Wére u = 1, so lige eine VP-Kurve vor: Man wihle, falls
ap # 0 ist, einen Punkt P auf C\[oo] und eine Kollineation v, die F5 und Ej festldfit sowie P auf
E1 = (1:0:0) abbildet. Die Kurve C” hat dann die Gleichung yw?~!—const-z?.

Weiter gilt fiir F', daf} fiir mindestens ein d € {1,...,u — 1} der Koeffizient a4 # 0 ist. Denn sonst
wére C projektiv dquivalent zu einer VP-Kurve (selbes Argument wie fiir u = 1).

Aus a,, # 0 folgt Fy ¢ C. Gébe es auler E5 noch eine Singularitét von C, dann auf [co] (vgl. (1)).
Die Gruppe U hitte dann noch einen dritten Fixpunkt auf [co] und bestiinde aus lauter Perspek-
tivitdten, Widerspruch.

Als néchstes filhren wir gewisse Hilfskurven C; fiir j € J ein, die schlieflich eine obere Schranke
fir die Ordnung der Elemente {h; : j € J} liefern werden. Dazu stellen wir die Punkte auf C'\[o0]
mit Hilfe der zu F gehérigen affinen Funktion f dar. Wegen (1:2z:y) e C & y=3>1_, aqz®

setze
L — L

u
f T — E agz®
d=0

Dann ist C'\[oo] = {(1:z: f(z)) € Po(L): x €L} Fiirj € Jsei Z; = (1:x;:y,) =
= (1:z;: f(z;)). Betrachte die Kollineationen 7;, jeweils gegeben durch die Matrix

1 00
X 1 0
yp 01
Die Kollineation h; ist fur j € J gegeben durch
1 0 0
t to,;
Aj=1t; X 0|, szlljx»yj 1_2j,‘
t2j 0 W J ey
Setze weiter §; := Tj_lthj, gegeben durch die Matrix
1 0 O
0 ) 0
0 0 py
Da h;(C) = C ist, ist 6;(7; ( )) =7 1(C). Es sei C; die Kurve 7'_1(0) Jede solche Kurve enthilt
-1

den Punkt £y =(1:0: 0) ( ) und ist gegeben durch ein homogenes Polynom F}:

Fj(w,z,y) = yw"™ me u—d)p g.dp

mit b # 0 und bgj) # 0 fiir mindestens ein d € {1,...,u — 1}. Denn fiir jedes j € J gilt: Der
Punkt Ej ist (n — 1)-facher Punkt von C;, Es ¢ C ist Knoten von C;, C; ist projektiv dquivalent
zu C. Den homogenen Polynomen F}; ordnen wir fiir jedes j € J die affine Funktion f; zu:

L — L

fiss o be{)xdp
d=0

Dann gilt:
1 0 O 1 1
ViedJxel: 0 A O x = Az = Ajx
0 0 py fi() i fi(x) fi(Ajz)



Daraus folgt: p;f;(z) = fj(A\jx) Vj € J,z € L. Rechnet man diese Bedingung aus, erhélt man:
b (; — APy =0Vd e {1 vjeJ
d :uj j)_ 6{,...,’&}, ]6

Wegen b3 # 0 ist also p; = A;¥. Nun existiert fiir jedes j € J ein d(j) € {1,...,u — 1} mit
b((fa.) # 0, also pj — )\;l(j)p =\ - )\?(j)p = 0. Das ist aber dquivalent zu

(A=) = 1vj e .

Dies impliziert wegen o(\}) = o(};), daB o()\;) < u — d(j) ist. Also ist o(};) < u und wegen
pj = Aj” kann auch o(u;) nicht beliebig groB sein. Da N\J endlich ist (wegen |FR| < 00), ist die
Annahme lim;en, j—o0 0(h;) = 00 zum Widerspruch gefiihrt.

(4) Es muf} gelten: charl. # 0

Betrachte die Menge Z¢ = {z2(A\,u) € Z : 3In € N mit nz(\, u) € U}. Wegen (2) und (3) ist Z¢
eine endliche Menge. Weil |U| = oo ist, existiert ein zg € Z¢, so dafl die Menge

Zy:={neN: nzeU}

unendlich viele Elemente besitzt. Betrachte nun ein ng € N mit ngzg € U sowie die Men-
ge {nozo(nzo)™t : n € Zo} = {non™' : n € Zy} € NNU. Wegen |Zy| = oo ist auch
{non™! : n € Zy}| = oo und deshalb ist [N N U| = oco. Da N aus Elationen besteht, die fiir
charlL = 0 unendliche Ordnung haben, folgt wie behauptet charlL = p fiir eine Primzahl p > 2.
Eine weitere Konsequenz aus | Z¢| < oo ist, dal V := NNU ein Normalteiler in U ist von endlichem
Index.

(5) Jetzt zeigen wir, dafl die Kurve C' die Nullstellenmenge eines Polynoms F' wie in Definition 14
ist.

(5a) Um spéter nicht unnétig viele Indizes in den Rechnungen zu haben, schreiben wir fiir Elemente
n(t1,t2) € N ab jetzt n(r,s). Es sei

I={(r,s)eLxL: n(r,s) e U}.

Wegen (4) ist |I| = co. OBdA. kénnen wir annehmen, dafl der Punkt £y = (1:0: 0) ein einfacher
Punkt der Kurve ist mit Tangente [0 : 0 : 1]. Wegen E{L(T’S) = (1:7:s) gilt dann

(%) (1:r:s5)eCV(rs) el

Die Kurve C sei gegeben durch das irreduzible Polynom F € L{w, z, y] mit F(w,z,y) = Y a; j pw'ziy*.

Wegen E; € Cist a, 00 = 0. Da E; einfach ist mit Tangente [0 : 0 : 1], gilt:
(C) an-101#0, an-110=0
Wegen (x) gilt fiir alle (r,s) € I:
(D”)  3e(r,s) #0: Guo(w,z,y) := F(w,rw+ z,sw+y) = c(r,s)F(w,z,y)

109



Berechnet man G, ) explizit, so ergibt sich:

V22 W
G rs , T, — i : ] J—1i2 i3 i1 .02, 43
(r) (W, 7, Y) > > (1¢k<m)<%)r 7 [ whainy

0 < iy, ig,izg <n J > g
i1 +ig +ig=mn k> ig

= Z bihiz,is (Tv S)wilxhyis
0<iy,ig, iz <n
i1 +ig +ig =n
Setzen wir (i) = (i1,42,i3) und I, = {(i,5,k) € N : i+ j+k = n}, so erhalten wir demnach:
V(i) = (i1,42,13) € In, Y(r,s) € I :

Glrw,z,y) = Y by shway™ 2 ers) 37 agw'aty®
(el (el

INCEN i b
b.: — i J—12 13
@)(755) > agw(h)<%)T s

J =g, ki3
jtk<n

(D)

bay(r,s) = c(r,s)ag
(5b) Zuerst zeigen wir, daf ¢(r, s) = 1 ist fiir jedes Paar (r,s) € I:

Da F irreduzibel ist, existiert ein iy € {0,...,n} mit ag i, n—i, # 0. Aus (D’) folgt dann:

J k j—in k—n-ti
V(r,s) €1 c(r,8)a0,iyn—i, = E ai,j,k(. . 7T 2
12 n—19
Jj =g, k>n —ig

j+k<n
Die rechtsstehende Summe hat nur einen nichttrivialen Summanden, denn j+k > is +n—is =n

sowie j+ k < n liefern j + k = n. Die Ungleichungen j > i3 und k& > n — iy erzwingen somit j = iy
und £ = n — 5. Damit haben wir

Y(r,s) € I: ¢(r,58)a0,i5,n—is = 40,iy,n—is 7 0
und deshalb wie gewiinscht ¢(r, s) = 1 V(r,s) € I. Wegen (D’) und ¢(r, s) = 1 gilt dann:

V(i) = (i1,i2,13) € I, ¥(r,s) € I :

J k j—io Jk—i:
(D) 0= b (r,s) —au = Z gk (12> ( )TJ o

Jj =g, k>3 1'3
iztiz<itk<n
(5¢) Ziel der folgenden Rechnungen ist es, die meisten der Koeffizienten a; ; 1 zu Null zu diskutieren.
Dazu fithren wir Polynome Q;y und H; ein. Fiir (i) € I,, sei das Polynom Q(;) € L[z, y] gegeben

durch ) )
J j—io, k—i
Qe (z,y) == Z Qi jk (Zz) ( )IJ 2yh s,

Jj2iz2, k>3 i3
igtizg<itk<n
Fiir iy 443 = n ist Q(;) das Nullpolynom. Es sei H;)(w, z,y) das Polynom, das durch Homogenisie-
rung von Q) entsteht und ferner sei C;) die durch H(;) gegebene Kurve in Py (IL)(fiir iz + i3 = n
ist C(i) = Py(L)).
Wegen () und (D) haben C' und C(;) unendlich viele Punkte gemeinsam. Da C' irreduzibel ist,
muf} jedes H(;) entweder bis auf eine von Null verschiedene Konstante mit F' iibereinstimmen oder
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aber das Nullpolynom sein (Satz von Bézout), denn betrachten wir nun den Grad von H; fiir
19 + i3 < n, so ist

degH(i) <n-— (ig + ig) =141 <n.
Fir iy = n ist H;) = F, wie man leicht nachrechnet. Fiir i3 < n mufl dann H;) und Q; gleich
dem Nullpolynom sein. Also:

j k
(E) ai,j7k<?)<, ) :OV(i,j,k,ig,ig) mit0<i2—|-i3<j+k‘§n, 12 < J, i3 <k
12 13

(5d) Wir diskutieren jetzt einige a; j 1 zu Null, dabei verwenden wir Bemerkung 3 auf Seite 23.
(i) Fiir j,k # 0 setze ia = 0, i3 = k. Dann ist (172) (2) # 0(mod p). Es folgt:

aijk =0V(i,j,k) € I, mit j #0#k

(ii) Fur j =0, k > 2 setze ia = 0. Ist k keine p-Potenz, so existiert ein ig € {1,...,k — 1} mit
(ZZ) # 0(mod p). Es folgt:
An—k,0,k = 0 Vk g {pi NS No}

(iii) Fir k =0, j > 2 setze i3 = 0. Ist j keine p-Potenz, so existiert ein is € {1,...,j — 1} mit
(32) # 0(mod p). Es folgt:
an—jj0=0Vj & {p': i €Ny}

Zusammen mit (C) liefert das dann:

n—1 n— i 7 (3
F(w,z,y) = apn—101w" "y + E W" P (@ —pi pi 0P+ bp_pi 0 piy? )
i>1, pi<n

Setzen wir zur Vereinfachung a,_1,0,1 = 1, ap_pi pi g = a; sowie b,_pi g ,i = b;. Dann hat F die
Form
F(w,z,y) = w" 'y + Z WP (a;xP 4 byP).
1<i, pi<n
(5e) Falls n keine p-Potenz ist, ist n — p* # 0 fiir jedes i € N mit p’ < n. Dann teilt w das

irreduzible Polynom F, ein Widerspruch. Sei also n = pV fiir ein N € N. Der Schnitt von C' mit
der Geraden [00] ist gleich der Menge

{(0:2:y) €Pa(L): anz® +byy? =0 ={(0:2:y) € Po(L): anz+ Vbny =0}

Diese Menge besteht aus genau einem Punkt, ndmlich (0 : — /by : /an). Ist ay # 0, so kénnen wir
oBdA. by = 0 annehmen (man fiihre eine Koordinatentransformation w’ = w, ©’ = x— {/byy, v =
/any durch). Dann sind wir endlich am Ziel angelangt:

N-1 v v _ aprN
F(w,z,y) = w" 'y + Z WP (a2 + biyP ) + oder , n=7p" @
i=1 bayP

(6) Zum Schluf§ betrachten wir noch die volle Kollineationsgruppe I'c unserer Kurve.

Falls ay # 0 = by ist, hat die Kurve den Knoten (0 : 1 : 0) ¢ C und genau eine Singularitét
(0:0:1). Demnach ist U = T'c und wegen (4) ist V' Normalteiler in T'¢ von endlichem Index.
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Ohne Beweis geben wir noch die volle Gruppe I'¢ an:
Esist I'c =V % Z¢, wobei Z¢ induziert wird von

1 0 0
0 A 0 | eGLsL): Xe GF(p')\{0}
00 A"
mit einem eindeutig bestimmten ¢ € {1,..., N}, welches von den Koeffizienten a;,b; abhéingt.

Falls ay = 0 # by ist, ist der Knoten (0 : 1 : 0) gleich der einzigen Singularitit von C. Diese hat
die Tangente [00], d.h. T'¢ wird induziert durch eine Untergruppe von

1 0 0
X = r A 7] €GLy(L): (1:r:5)eC, 7€l
0 pu

Betrachten wir nun die Kurve C' in der Darstellung €. Es sei ig das kleinste ¢ € {1,...,N — 1}
mit a; # 0. So ein i existiert, da sonst F' durch y teilbar und C also irreduzibel wire. Man kann
oBdA. annehmen, daf§ b;, = 0 ist:

Es sei a die Kollineation, die von der Matrix A mit

1 0 0 N
A=[0 1 —t|, ti=—"72
00 1 i

repriisentiert wird. Setze F := F o A~1, dann ist

~

N
Flw,z,y) =w” "y + Y w7 (aa” +by").
i=1

Dabei ist b, = a;t?" + b;, also b;, = 0 sowie by = by # 0.

Wenn also oBdA. fiir die Koeffizienten des Polynoms F' angenommen wird, daf§ a;, 7# 0 und b;, =0
ist, kann man nachrechnen, daf§ Matrizen aus X mit 7 # 0 keine Kollineationen aus I'¢ liefern
konnen, also gilt 'c = U. Auflerdem ist ['c =V x Z¢, wobei Z¢ induziert wird von

0
0 | €GL3(L): A€ GF(p’)\{0}

m

10
0 A
0 0 X

mit eindeutig bestimmtem m € {1,..., N —1} (es ist N > 2, denn sonst liegt eine reduzible Kurve
vor) und j € {1,..., N}. Die Zahlen m und j hingen von den Koeffizienten a;, b; ab. O

Fiir die Menge S = {51,...,5,} der Singularititen einer singuléren irreduziblen Kurve C, die
weder eine VP-Kurve noch eine Translationskurve ist und fiir die |I'¢| = oo gilt, folgt aus den
Sétzen 24 und 25, daBl |S| = 1 ist. Im néchsten Satz wenden wir uns der Frage zu, wieviele
Elemente dann die Menge 7s = {T4,...,T,} (p > 1) der Tangenten dieser einen Singularitét
haben kann.
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HILFSSATZ 26 Es seilL ein algebraisch abgeschlossener Kérper mit charll # 2 und C' eine sin-
guldre irreduzible Kurve vom Grad n > 3 in Pa(LL), die weder eine VP-Kurve noch eine Translati-
onskurve ist. Der Stabilisator I'c von C' sei eine unendliche Gruppe. Weiter sei G der Stabilisator
zweier verschiedener Geraden in der PGL3(LL). Dann gilt:

|Gﬁrc|<oo

Beweis:

(1) Es seien 0BdA. [0:1:0] und [0: 0 : 1] die beiden Geraden, die von G stabilisiert werden und
H sei die Untergruppe von G, die jede dieser Geraden fiir sich festldfit. Natiirlich ist G/H = 3.
Wir nehmen nun fiir den Rest des Beweises an, dafl |G NT'¢| = oo ist. Wenn M < T'¢ wie in
Bemerkung 12 ist, gilt fiir U := H N M:

|U| = o0

Die Kollineationsgruppe H wird induziert von
1 b ¢
H = 0 X 0 GGL3(]L) A u€eELy, bcell <GL3(L).
0 0 w

Diese Matrizen induzieren, abhiingig von ihren Eintriigen, folgende (nichttriviale) Kollineationen:

a) {1, A\ pu} =1 Elation mit Zentrum (1: 0 : 0),
Achse [0:b: ]

b) |{17>‘7/J'}| =2

(i) A=1#up
b=0: Homologie mit Zentrum (c¢:0:p— 1),
Achse [0:0: 1]
b#0: genau zwei Fixpunkte (1:0:0),
(c:0:p—1)
(i) A#l=upn
¢=0: Homologie mit Zentrum (b: A —1:0),
Achse [0:1:0]
c#0: genau zwei Fixpunkte (1:0:0),
(b:A—1:0)
iii) 1£A=p Homologie mit Zentrum (1:0: 0),
Achse [1—X:b: (]
c) {1, A\ p}t =3 genau drei Fixpunkte (1:0:0),

(b:A—=1:0), (c:0:p—1)

(2) Die Kurve C hat genau eine Singularitit S, diese fillt in den Schnittpunkt der Fixgeraden
hinein, also S = (1 : 0 : 0). Das folgt aus Satz 24 und 25 sowie der Tatsache, dal C' weder eine
VP-Kurve noch eine Translationskurve ist. Fiir die Menge 75 der Tangenten von C' an S gilt:
Ts C{[0:1:0],[0:0:1]}

Wiére ndmlich etwa T' € 7g von diesen zwei Geraden verschieden, so miifite jedes Element aus U
drei Geraden durch S festlassen und somit alle Geraden durch S. Damit wére U eine Untergruppe
der Menge aller Perspektivitéiten mit Zentrum (1 : 0 : 0). Fiir einen geeigneten von S verschiedenen
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Punkt P € C ist dann PU eine Menge kollinearer Punkte mit |PY| < n, denn C kann jede Gerade
hochstens n-mal schneiden. Dann ist der Stabilisator von P in U von unendlicher Michtigkeit, ein
Widerspruch zu Satz 24 bzw. 25.

Weiter muf} gelten: CN([0:1:0/U[0:0:1]) =S

Dazu betrachte 1 :=CN[0:0:1]\{S} und Qp :=CN[0:1:0]\{S}. Falls Q :=Q; UQy # 0 ist,
gilt fiir den Stabilisator® Ug von Q in U natiirlich [U : Ug] < oo, also |Ug| = oco. Das ist wieder
ein Widerspruch zu den Sétzen 24 und 25.

(3) Wir zeigen nun, dafl jedes Element in U endliche Ordnung hat und daf die Elementordnungen
in U nach oben beschrénkt sind.

Die Gruppe U kann nur im Fall charlL # 0 Elationen besitzen, deren Ordnung ist dann < n. Ist
u € U eine Homologie, so muf} ebenfalls o(u) < n sein, ansonsten hitte die Kurve C zu viele
kollineare Punkte. Wird u € U von einer Matrix mit [{1, A, u}| = 3 induziert, ist o(u) < 0o wegen
Satz 24. Diejenigen Kollineationen aus H N I'¢, die genau zwei Fixpunkte haben, kénnen keine
unendliche Ordnung haben wegen Satz 25. Also sind die Elementordnungen in U endlich.

Zur Beschrinktheit der Elementordnungen:

Fiir eine Matrix mit |{1, A, u}| = 3 betrachte die drei Fixpunkte S, Fy, F5 der zugehorigen Kol-
lineation u. Die Kurve C hat auf g := F} V F; wegen (2) mindestens einen Punkt P & {Fy, Fy}.
Nehmen wir oBdA. F; = (0:1:0) und F» = (0:0: 1) an sowie P = (0: 1 : y) mit y # 0. Diese
Annahme kann man machen, da eine geeignete Koordinatentransformation mit einer Matrix aus
H' durchgefiihrt werden kann. Die Bahn von P unter (u) ist dann P = {(0:1: (&)*y): k € Z}
mit |P{*| < n, also m := o(§) < n. Da u™ eine Homologie ist, ist o(u™) < n, deshalb ist
o(u) < mn < n?

Fiir eine Matrix A mit [{1, A\, u}| = 2, die keine Homologie induziert, kann man oBdA. annehmen:

1 b ¢
A=10 1 0],b6#0, p#1, m:=o0(u) < oo
0 0 u

Diese Annahme kann man machen, da Kollineationen vom Typ (bii) aus (1) mit ¢ # 0 innerhalb
G konjugiert sind zu einer Kollineation, die gegeben ist durch eine Matrix wie A. Es ist

1 mb O
A"=10 1 O

0 0 1
und A™ induziert eine Elation. Fiir charlL = 0 ist das natiirlich kein Element aus U. Fiir charL =
p > 2 betrachte

L0 eXigp
a=[o 1 0
00

sowie die von A induzierte Kollineation w. Es ist o(u?) = o(uP) = o(u) = m, und weil uP eine
Homologie ist, ist m < n, somit o(u) < pn.

(4) Wir zeigen: Die Charakteristik von L ist endlich und T'¢ enthélt unendlich viele Elationen mit
Zentrum S = (1:0:0).

5Die Gruppe Ug wird dabei aufgefait als die Menge der Kollineationen in U, die die Punkte aus £ punktweise
festlassen.
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Es sei z(\, u) die Kollineation, die von der Matrix

1 0 0
0 X 0
0 0 n

induziert wird. Die Kollineation 7(b, ¢) sei gegeben von der Matrix

1 b ¢
0 1 0
0 0 1
Esist H = Zx N mit Z = {z(\,p) : A\p € Ly} und N = {7(b,c) : b,c € L}. Es sei

Ze ={z(\p) € Z : 37(b,c) € N mit z(\, p)7(b,c) € U}. Wegen (3) ist Z¢ eine endliche Menge.
Weil |U| = oo ist, existiert somit ein zg € Z¢, so dafl die Menge Zy := {7 € N : zo7 € U} unendlich
viele Elemente besitzt. Betrachte nun eine (fest gewiihlte) Kollineation 79 € N mit 279 € U sowie
die Menge {(z07m0) ‘207 : T € Zo} = {15'7: 7 € Zy} € NNU. Wegen |Zy| = oo haben wir
schlieBlich |{75'7: 7 € Zy}| = 00, also |[N N U| = co. Da fiir charL. = 0 die Gruppe I'c N N nur
die Identitét enthalten kann, gilt charl. = p > 2.

(5) Die Gruppe U kann fiir charl, = p nicht unendlich viele Elationen mit Zentrum (1 : 0 : 0) ent-
halten (man argumentiere wie in (2)). Damit ist die Annahme |U| = oo zum Widerspruch gefiihrt.[]

Als Konsequenz des letzten Satzes ergibt sich fiir eine singulére irreduzible algebraische Kurve,
die weder eine VP-Kurve noch eine Translationkurve ist, aber eine unendliche Kollineationsgruppe
hat, dafl C' genau eine Singularitdt mit genau einer Tangente besitzt. Die Frage ist nun, ob es
solche Kurven iiberhaupt gibt. Fiir charlL = 0 fillt die Antwort negativ aus.

HILFSSATZ 27 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper mit charl. = 0 und C' eine
singuldre irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 3 in Py(L), die keine VP-Kurve ist. Dann
gilt:

Die Kollineationsgruppe I'c der Kurve C' ist endlich.

Beweis:

Wir nehmen an, daf} |T'¢| = oo ist.

(1) Aus den vorherigen Sitzen folgt, wie bereits erwéhnt, dafl C' nur eine Sigularitit S haben kann
und S wiederum nur eine Tangente 7. Wir setzen oBdA. S = (1 : 0:0) und "= 1[0 : 1 : 0].
Wenn S ein s-facher Punkt ist mit s € {2,...,n — 1}, ist C die Nullstellenmenge eines Polynoms
F € Lw, z,y] mit

Fw,2,y) = w" 2" + "™ fopa(z,y) + -+ wha1(z,) + fol@,y).

Dabei sind die f; € L[z, y] homogene Formen vom Grad i. Wir setzen noch fs(z,y) := z°. Auf
T liegt, abgesehen von S, kein weiterer Punkt von C. Denn wenn €2 := 7' N C mehr als einen
Punkt enthielte, wire der Stabilisator I'q von € in I'c nicht endlich wegen [I'c : I'g] < oo. Das
widerspricht aber Satz 25, da C' keine VP-Kurve ist.
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(2) Wir betrachten nun die k-ten partiellen Ableitungen von F nach w fiir k € {0,...,n—s—1}:

n—s

Fp:=05F =Y fui(z,y)
i—k

il
(i —k)!

k

w'™
Fiir k=0,...,n—s— 1 sei O} die Nullstellenmenge des Polynoms Fj(w, z,y) vom Grad n — k in
Po(L). Fiir jedes v € T'¢ sowie jedes k € {0,...,n — s — 1} gilt nun:

(Cr)" =Ch

Um das einzusehen, betrachte eine Matrix A = (a;;), die die Kollineation 7 induziert. Ganz allge-
mein gilt:

Ow(FA™Y) (0 F)A™1
AT [ 0, (FA™Y) | = | (0. F)A~!
Oy(FA™Y) (0,F)A~!
und deswegen aq110,(FA™Y) + a210,(FA™Y) + a310,(FA™) = (0,F)A™. Wenn v die Kurve C

fixiert, ist as; = az; = 0 sowie a;; # 0 wegen S7 = S. Man kann A normieren, indem man a7 = 1
setzt. Damit ist dann

Ow(FA™Y) = (0,F)A™"

Da C= C” die Nullstellenmenge von FA~! ist, ist C; auch die Nullstellenmenge von 9, (FA™!).
Andererseits ist (C1)” die Nullstellenmenge von (9,,F) A1, also:

Cl = (Cl)’y A4 S FC
Rekursiv® folgt dann Cy = (Cy)Y V k€ {0,...,n—s—1}, VyeTc.
(3) Wir setzen nun m :=n — s und betrachten die Kurve C,,_1, gegeben durch

Fr_1(w,z,y) = (m— D (mz’w + 2" gsy1-r(2,y))

mit » € {0,...,s + 1}, einer homogenen Form gs;1—, € L[z,y] vom Grad s + 1 — r und mit
x /Ygerlfrw

Falls r = s ist, ist C,,_1 die Nullstellenmenge von
z*(mw + g1(z,y)) = 0.

Wegen m # 0 und C,_; = Cp,—1 fiir v € T'c muB jedes Element aus I'c die Gerade | mit der
Gleichung mw + g1(z,y) = 0 festlassen. Es ist { #7 = [0: 1 : 0] und S ¢ [. Also muB I'c einen
zweiten Fixpunkt [ 0T haben, ein Widerspruch zu Satz 25.

Falls r = s + 1 ist, ist C},—1 die Nullstellenmenge von
z*(mw + xgo(z,y)) = 0.

In der Klammer steht wieder eine Geradengleichung, und damit ergibt sich ein Widerspruch mit
demselben Argument wie vorher.

Falls r < s ist, ist C,,,—1 die Nullstellenmenge von

z"(ma®"w + gsy1-r(2,9)) = 0.

6Man beachte, da die Kurven C; dieselbe Singularitit wie C haben.
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Betrachten wir die Komponente in der Klammer. Alle Punkte P = (w :  : y) mit P ¢ [0: 1 : 0]
sind oBdA. gegeben durch P = (w : 1 : y). Ein Punkt P auf C,,_1\[0 : 1 : 0] ist dann von der
Form P = (w(y) : 1:y) mit y € L und

w(y) = 7%gs+l—r(1ay) =: %h(y)-

Das Polynom h € L[y] hat den Grad s+ 1 —r, da & fgsy1—,. Die affine Kurve

{(y,h(y)) eL*: y e L}

hat einen Wendepunkt, wenn h”(y) einen Grad > 1 hat. Diese affine Kurve darf aber keine Wen-
depunkte haben, denn wenn die (endliche) Menge

W .= {(%h(y) :1:y) € Po(L): (y,h(y)) ist Wendepunkt von h}

nicht leer ist, operiert I'c auf W. Dann ist der Stabilisator I'yy von W in I'c eine unendliche
Gruppe wegen [['¢ : T'yw] < 0o. Wegen Satz 25 folgt deswegen:

deg(h) =s+1—-r<2

Wegen r < s ist also r = s — 1 und weiter Fy,_1(w,z,y) = m!z*~*(wz + = g2(z, y)) mit einer nicht
durch z teilbaren homogenen Form g vom Grad zwei. Es sei K die Nullstellenmenge von

1
wr + —ga(z,y) = 0.
m

Die Kurve K hat den Grad zwei und ist eine Komponente von C,,_1. Ist K reduzibel, so ist, da
der Term wzx auftritt, ein Faktor die Gleichung einer Geraden [ mit S ¢ [. Dann hétte wegen
K'=K Vv € I'c die Gruppe I'¢ einen weiteren Fixpunkt [NT # S, ein Widerspruch zu Satz 25.
Deshalb ist K ein nichtentarteter Kegelschnitt, der den Punkt (1:0:0) enthélt und dort dieselbe
Tangente wie C hat.

(4) Nun fiithren wir eine Koordinatentransformation o durch, so da§ S* = (0 : 0 : 1), T =
[1:0:0 und K* = K = {(w: z : y) € Po(L) : wy — a2 = 0} ist. Da alle nichtentarteten
Kegelschnitte in Py (L) projektiv dquivalent sind, kann man das machen. Es ist KNC* = S, denn
wire |K N C% > 2, so miiite I'c auf der endlichen Menge der Schnittpunkte K N C® operieren
und der Stabilisator dieser Schnittpunkte in I'c hétte unendlich viele Elemente sowie mindestens
zwei Fixpunkte, ein Widerspruch zu Satz 25. Wegen Hilfssatz 19 gilt nun, dafl I'ce induziert wird
durch eine Untergruppe von

1 0 0
H:=¢{ht\N)=|t X 0 ]|eGL3L): telL, NeL, y <GL3(L).
2 20 N2

Es sei H die durch H’ gegebene Kollineationsgruppe und h(t,A) die durch die Matrix h'(¢, A)
definierte Kollineation. Weiter sei

Ze :={h(0,\) € H: 3t € L mit h(t,1)h(0,\) € T¢a}.

Wir zeigen nun: | Z¢| < oo

Man rechnet leicht nach, da8 o(h(t,)\)) = o()) ist fiir A # 1. Wenn |[{1, A\, \?}| = 3 ist, wiihle man
einen Punkt P € C, der nicht auf dem Fixdreieck von h(t, ) liegt. Dann existiert ein (nichtent-
arteter) Kegelschnitt Kp mit P*®N) ¢ Kp und [PEN)| = o(X) (vgl. Abschnitt 2.1). Da fiir
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h(t,\) € I'c dann P2 ¢ K N C ist und C irreduzibel vorausgesetzt war, ist o(\) < 2n (Satz
von Bézout). Damit folgt |Z¢| < oc.

Deswegen existiert ein hg € Z¢, so dafi die Menge Zy := {h(t,1) € H : h(t,1)hy € T'¢a}
unendlich viele Elemente besitzt. Wihlen wir ein h(tg,1) € Zp aus und betrachten die Menge
Hy = {h(to,l)ho(h(t,l)ho)_l : h(t,l) € Zo} = {h(to — t,l) : h(t,l) S Z()} C TIca. Wegen
|Zo| = oo ist auch |Hgy| = co. Die nichttrivialen Kollineationen von Hy haben unendliche Ordnung
und fiir jeden Punkt P € C, P ¢ [1:0: 0] sowie jedes h € Hy\{id} existiert ein (nichtentarteter)
Kegelschnitt Kp mit P Kp, \P<h>| = 00. Wire also so ein h in ['co enthalten, so wire wegen
|C* N Kp| = oo die Kurve C reduzibel (Satz von Bézout), der gewiinschte Widerspruch. O

Damit ist nun der Fall charl. = 0 vollsténdig geklért. Fiir charl. = p > 2 findet man neben den
VP-Kurven und den Translationskurven iiberraschenderweise noch einen dritten Kurventyp, der
eine unendliche Kollineationsgruppe haben kann. Da diese Kurven mit Kegelschnitten verwandt
sind, nennen wir sie KV-Kurven.

DEFINITION 15 Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p # 2 und
C C Py(LL) die Nullstellenmenge des homogenen Polynoms

N

Flw,z,y) =Y (w?)

=0

N i @

P (Fi(w, z,y))”

vom Grad n = 2p" fiir ein N € N sowie homogene Formen Fj;(w,z,y) = awz + B;wy + %ﬁmz
vom Grad 2. Dabei gelte (ag, 8o) # (0,0), Bn # 0 und fiir ein ¢ € {1,..., N} sei (0,0) # (ay, 5;) &
L - (o, Po). Eine Kurve in Py(L), die projektiv dquivalent ist zu einer Kurve C, heifit KV-Kurve.

Eine KV-Kurve hat genau eine Singularitit S = (0 : 0 : 1), diese wiederum hat genau eine Tangente,
némlich [1 : 0 : 0] = [00]. Man kann [oo] als unendlich ferne Gerade bzgl. einer affinen Ebene
auffassen. Betrachtet man die zugehérige affine Kurve, in diesem Fall C\{S} als Nullstellenmenge
der Gleichung F(1,z,y) = 0, so sieht man, da§ F die Summe von Formen F;(1,z,y) ist, auf die
der Frobeniusautomorphismus angewandt wird:

N
1 i

F(l,z,y) = ;(aim + By + 5 8:2%)"
Diejenigen F;(1,z,y), die von Null verschieden und irreduzibel sind, definieren Parabeln, die die
unendlich ferne Gerade alle im selben Punkt S = (0 : 0 : 1) berithren. Affin treffen sie sich im
Punkt (0,0), der dem projektiven Punkt (1 :0 : 0) entspricht.
Es gibt KV-Kurven C, die irreduzibel sind, z.B. fir N = 1, (ag,S0) = (1,0), (a1,61) = (0,1)
erhélt man:

1 1
F(w,2,9) = () () + ) (wy + 2a%)? = w? w4 wPy? 4 o

Um die Irreduzibilitidt von F in diesem Fall zu zeigen, betrachten wir das affine Polynom f(z,y) :=
F(1,z,y) = y” + « + 22%. Genau dann ist F irreduzibel, wenn f irreduzibel ist (vgl. [15], S.18,
Thm. 3.18). Fassen wir nun f(z,y) € L[z,y| als Polynom in y iiber dem Koérper L(z) auf und

setzen a 1= —x — $2°P, so liegt das Polynom y? —a € (LL(z)) [y] vor. Da a keine p-te Potenz in L(z)
ist, ist dieses Polynom irreduzibel iiber L(xz) (vgl. [11], S.297, Thm. 9.1). Dann liegt iiber L[z] erst
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recht Irreduzibilitét vor.
Dafl KV-Kurven unendliche Kollineationsgruppen besitzen, wird im néichsten Satz gezeigt.

HILFSSATZ 28 FEs sei p # 2 eine Primzahl und 1L ein algebraisch abgeschlossener Korper der
Charakteristik p. Weiter sei C' eine irreduzible algebraische Kurve vom Grad n > 3 in Po(LL), die
mindestens eine Sigularitdt S besitzt. Auflerdem sei C weder eine VP-Kurve noch eine Translati-
onskurve.

Fiir die Kollineationsgruppe I'c von C' gelte: |T¢| = o0

Dann gilt:
(I) C ist eine KV-Kurve

(II) In der Darstellung von Definition 15 hat eine KV-Kurve C die Kollineationsgruppe I'c =
V % Z mit einem Normalteiler V von endlichem Index, der induziert wird von V' < GL3(L),

1 0 O
V' = a 1 0])eGLsL): (1:a:b)eC
b —a 1

Der Faktor Z ist isomorph zu einer endlichen Gruppe, die reprdsentiert wird von Diagonal-
matrizen aus Z',

1 0 O
VAR 0 ¢ 0|eGLs(L): ceM
0 0 ¢

Die Menge M ist eine durch die vorliegende Kurve eindeutig bestimmte endliche multiplika-
tive Untergruppe von L.

Beweis:

Der Beweis ist in 16 Schritte unterteilt. In (1) findet sich eine Liste diverser Ergebnisse fritherer
Sitze sowie anderer bendtigter Aussagen.

Die Schritte (2) bis einschlieBlich (8) beschéftigen sich mit der Gruppe I'c bzw. dem Auffinden
einer geeigneten — handlicheren — Untergruppe V von I'c mit |V| = cc.

In den Schritten (9) bis (14) wird das Polynom F = Y a;j,w'a/y* der Kurve C, das unter der
Wirkung von V' invariant sein muf}, betrachtet. Dabei gelingt es, die Koeflizienten a;j;; aller echt
gemischten Monome (7,7, k > 1) und einen Grofiteil der verbleibenden a;ji (i oder j oder k = 0)
zu Null zu diskutieren.

In Schritt (15) wird das Polynom F' noch geeignet umgeformt, in Schritt (16) schliefllich wird (II)
gezeigt.

(1) Es sei oBdA. S = (0:0: 1) ein s-facher Punkt, 2 < s < n — 1. Wir fassen kurz einige spéter
benotigte Aussagen zusammen:
a) Die Kurve C hat keine weitere Singularitét.

b) Die Singularitéit S hat nur eine Tangente Tg, 0BdA. Ts = [1: 0 : 0] = [o0].

c) CNTs ={S}
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d) Der Schnitt von I'c mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Punkte ist endlich (Satz 25).
e) Der Schnitt von I'c mit dem Stabilisator zweier (verschiedener) Geraden ist endlich (Satz 26).
f) Der Schnitt von I'c mit dem Stabilisator eines (nichtentarteten) Dreiecks ist endlich (Satz 24).

g) Die Kurve C kann mit einer Geraden hochstens n Schnittpunkte haben. Insbesondere gilt,
daB I'c keine Perspektivitiat der Ordnung > n haben kann.

h) Wenn (0:0: 1) s-facher Punkt ist, ist C die Nullstellenmenge von

n

F(w,z,y) = > y" " fi(w, )
k=s
mit homogenen Formen f; vom Grad k. Die Form f; # 0 zerféllt in s Stiick (nicht not-
wendigerweise verschiedene) Linearfaktoren L;. Die Tangenten an S sind gegeben durch die
Gleichungen L; = 0.

i) Fiir alle Geraden g durch S, die nicht Tangente an S sind, gilt fiir die Schnittmultiplizitit m

von S mit g bzgl. C:
m(C,S,g) =s

j) Fiir eine Primzahl p # 2 und natiirliche Zahlen n, k mit k € {1,...,n—1} gilt (vgl. Bemerkung
3 auf Seite 23):

p|(2)Vk€{1,,.,’nf1} & n=p'fireinieN
Vi € N mit n = 2p’ : p/f(zil) & k=p
(2) Es sei
1 0 0
H = a A 0| eGL3L): a,be,\,ueL p <GL3(L)
b ¢ pu

und H die von H’ induzierte Untergruppe der PGL3(L). Da jede Kollineation aus I'c die Singu-
laritdt S mitsamt ihrer Tangente Ts festlassen muf}, ist I'c < H. Man kann H’ in ein semidirektes
Produkt zerlegen:

1 0 0
N' =< n'(a,b,c) := (a 1 0|e€eH: abcel,,<H
b ¢ 1
1
0

€EH : \pel,y<H

Sind N, Z,n(a,b,c), z(A, u) die von obigen Untergruppen bzw. linearen Abbildungen induzierten
projektiven Gruppen bzw. Kollineationen, so ergibt sich fiir jede Kollineation h € H eine eindeu-
tige Darstellung h = n(a, b, ¢)z(A, p).
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(3) Zunichst wird gezeigt: In I'c gibt es kein Element mit unendlicher Ordnung.

Es sei h = n(a,b,c)z(A\, u) € T, h #id.

Falls [{1, A, p}| = 3 ist, hat A ein nichtentartetes Fixdreieck. Wegen (1f) ist dann o(h) < occ.

Falls [{1,\, u}| = 2 ist, ist — falls A’ diagonalisierbar ist — h eine Homologie, also o(h) < n we-
gen (1g). Ist A’ nicht diagonalisierbar, so ist h? eine Homologie und damit o(h?) < n. Dann ist
o(h) < pn.

Fiir A\=p=11ist h € N und o(h) = p.

(4) Nun wird gezeigt: Die Menge der Elementordnungen {o(h) : h € I'c'} ist nach oben beschrénkt.

Angenommen, die Elementordnungen von I'c werden beliebig grofl. Dannn existiert eine Kollinea-
tion h = n(a’,b,¢')2(\, p) € T, so daBB n® < o(h) ist und |{1, A, u}| = 3, denn die Ordnungen der
Kollineationen h € I'g, fiir die i’ keine drei verschiedenen Eigenwerte hat, sind durch pn nach
oben beschrénkt.

Es sei A das Fixdreieck von h mit Ecken S, P, Q, weiter P € [oo] (P ¢ C wegen (1c)). Aulerdem:

g:=QVP

1:=QVvS

0, = (\MQHNC, Q= (MQ.SHNC, Q=900
o(A) :=ad, o(p) :=bd, d:= ggT(o(N),o(n))

Es ist o(h) = kgV (0o(\),0(i)) = abd. Weil h*® und h°*) Homologien sind, gilt wegen (1g):

b= o(u"™) = o(h*™) <n
a = o(A\W) = o(ho®) < n

Wegen n® < o(h) = abd ist demnach n < d. Betrachte nun die Kollineation v = h® mit o(y) = d.
Jeder Punkt aus 2 hat unter () eine kollineare Bahn der Linge d, aber wegen d > n und (1g)
folgt:

Q=0

Es sei nun oBdA. A das Einheitsdreieck, also @ = (1:0:0), P = (0: 1 : 0). Der einfache Punkt
@ muB die Gerade g als Tangente haben, denn sonst wire Qg # (0. Es ist m(C,S,l) = s, da [
keine Tangente von S ist (vgl. (1b), (1i)). AuBlerdem ist m(C,Q,1) = 1, da @ nicht [, sondern g
als Tangente hat. Wegen [ N C' = {Q, S} ist also s + 1 = n. Dann hat C' die Gleichung

F(w,z,y) = yw" ™" + fu(w,z)

wobei f, eine homogene Form vom Grad n ist (vgl. (1b), (1h)). Da @ der einzige Schnittpunkt
von g mit C ist, folgt:
Jeel: F(w,z,0) = fo(w,z) =c- 2"

Dann ist aber C eine VP-Kurve (¢ # 0) oder reduzibel (¢ = 0), ein Widerspruch zu den Voraus-
setzungen des Satzes.

(5) Es sei U =T¢ N N. Dann muf gelten: |U| = oo

Es sei Z¢o :={z(\,n) € Z: In € N mit nz(\, u) € I'c}. Die Menge Z¢ enthélt nur endlich viele
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Elemente, was man folgendermaflen einsieht:

Es sei M die grofite auftretende Elementordnung in I'c (vgl. (4)), weiter sei h = nz(\, u) € T'c
mit n € N, z(\,p) € Z, o(h) = k < M. Wegen h*¥ = fi(z(\, p))* fiir ein 7 € N und h* = id ist
dann (z(\, ))* =id. Aber o(z(\, 1)) = kgV (o(\), o(u)) |k liefert o(\) < k und o(u) < k, also:

z(Ap) €Zc = oA) <M, olp) <M = |Zc] <.

Weil aber [T'c| = oo ist, existiert ein zg € Z¢o, so dal die Menge Zy:={n € N: nzg €T¢}
unendlich viele Elemente besitzt. Betrachte nun ein ng € N mit ngzg € I'c sowie die Menge

{nozo(nzo) ™' : n€ Zy} = {nogn™': n€ Zy} C NnTg.

Wegen |Zg| = oo ist auch [{ngn~!: n € Zy}| = co und deshalb ist [N N T¢| = oco.

Insbesondere folgt: [I'¢ : U] < 0o

(6) Es sei
1 0 0
U = n'(a,b,c)=1a 1 0] €N': n(a,b,c) €U » und
b ¢ 1
I = {(a,b,c) € L*\{(0,0,0)} : n(a,b,c)cU}.

Eine Kollineation n(a, b, 0) mit (a,b) # (0, 0) ist eine Elation mit Zentrum Z = (0 : a : b) und Achse
g = [0d]-

Eine Kollineation n(0, b, ¢) mit (b, ¢) # (0, 0) ist eine Elation mit Zentrum Z = (0: 0 : 1) und Achse
g=1[b:c:0].

Eine Kollineation n(a,b,c¢) mit ac # 0 hat genau einen Fixpunkt (ndmlich S) und genau eine
Fixgerade (ndmlich Tg).

Wegen (1d) und (1le) gilt:
1{(0,b,¢) € L3 : (0,b,¢) € I} U{(a,b,0) € L3: (a,b,0) € I}| < o0

Insbesondere ist also |{(a,b,¢) € I : ac # 0} = oo.

(7a) Man kann annehmen, dafl ng, induziert durch
1 0 0
np=1|-1 1 0],
0 1 1

in U enthalten ist:

Fiir ng € U betrachte n := ni(ag, by, co) € U mit agcy # 0, weiter

1 0 0 1 0 0
hl1 = alojcéo ‘Tlo 0 s h‘/2 = 0 -1 0 s b= hahy.
0 0 L 0 0 -1

aopco

Wegen njy = R'7'h'~! ist no im Stabilisator (I'¢)" = Tcn von C" enthalten. Da h € H ist und
N < H, kann man statt (I'¢,C) bzw. (U,C) die projektiv dquivalente Situation (Fch,Ch) bzw.
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(U",C™) betrachten: Es ist N* = N und deshalb U" = (T¢ N N)" =T N N.

(7b) Man kann annehmen, dafl der Punkt (1:0: 0) auf der Kurve C liegt:

Rechnet man den Zentralisator Z(n() von n(, in N’ aus, so erhilt man

Z(ng) = {n'(a,b,c) € N': c¢= —a}, denn

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
a 1 0 -1 1 0 —a 1 0] = -1 1 0
b ¢ 1 0 1 1 ac—b —c 1 —a—c 1 1

Falls (1 :0:0) nicht auf C liegt, wihle man einen Punkt P = (1: 2 : y) € C\{S} und betrachte

die Kollineation h, die von
1

0 0

h = —x 1 0] €Z(ng)
—22—y z 1

induziert wird. Wegen P" = (1:0 : 0) enthiilt die Kurve C" den Punkt (1:0:0) und U” enthélt

das Element ng. Also kann man statt C' die Kurve C" betrachten, denn wegen h € Z(nj)) enthilt

die Gruppe U" ebenfalls das Element nq.

(7c) Eine fiir spiter wichtige Konsequenz aus (7b) ist wegen

1 00 1 1

a 1 0 O)l=1{al,

b ¢ 1 0 b
daf fiir alle (a, b, c) € I gilt: (l:a:b)eC (%)

(8) Es sei J = {(a,b) € L?: (a,b,—a) € I}, weiter V' := {n’(a,b,—a) € N’ : n'(a,b,—a) € U'}
sowie V die von V' U {n/(0,0,0)} induzierte Untergruppe der PGL3(L).

Wir zeigen nun: |V| = oo

Angenommen, |V| < oo. Jetzt lassen wir die Gruppe U auf ihren Elementen durch Konjugation
operieren. Weil V' der Zentralisator von ng in U ist (vgl. (7b)), hat man [U : V] = |n{/|. Wegen
|U| = o folgt aus der Annahme |V | < oo, daf} |[nY| = oo ist. Die Menge n{ wird induziert von der
Menge njl":
nV = {n'(-1,—a—c,1) € N': (a,b,c) € IU{(0,0,0)}} C U’
Dann ist aber ngy 'nf eine unendliche Teilmenge von U, induziert von nfy ‘n{’":
ng V" = {n'(0,—a —¢,0) € N': (0,—a—c,0) € TU{(0,0,0)}}
Das ist ein Widerspruch zu (6).
Wir betrachten also ab jetzt V < T'¢, |V| = oo, induziert von
1 0 0
V' =<{n(a,b):=n'(a,b,—a)=[a 1 0] eN": (a,b) e JU{(0,0)} » <GL3(L)
b 1

—a
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(9) In den folgenden Schritten des Beweises beschiiftigen wir uns mit der Gleichung F' der Kurve
C, oder genauer, mit den Koeffizienten des Polynoms F' € L(w, z,y), dessen Nullstellenmenge C
ist:

Flw,z,y) = Z aijrw'ziyk

.4,k

n
Z yn_kfk(w7 x)a
k=s

fr homogene Formen vom Grad k,
2<s<n-—1(vgl. (1h)), fs(w,z) = w® (vgl. (1b), (1h))

Fiir die Koeffizienten gilt:

a;ijr=0Vk>n—s, k<n,daS=(0:0:1) s-facher Punkt
Qi jn—s=0Vj#0,1<j<n

as0n—s # 0, da fo(w,z) = w*

aojn—j =0Vj#n, 0<j<n—1 (vgl (1c))

ao,n,0 7& 0

an00=0,da(1:0:0)eC (vgl (7b))

Es sei nun n(a,b) € V. Wir zerlegen n(a,b) in ein Produkt 5 '(a,b)e1(a):

1 0 0 1 0 0 1 0 0
n(a,b)=[a 1 0]=|a 1 0 0 1 0
b —a 1 b 0 1 0 —a 1
=:eh " (a,b) =:¢1(a)
Damit ist dann n(a,b) € V dquivalent zu
Cm(a,b) = C — ngl(a,b)sl(a) = C
— c=h) = ol = ¢,y

Die Kurve C°*() ist Nullstellenmenge des Polynoms Fl(a) (w,z,y) = F(w,z,az + y), die Kurve
C=2(4¥) jst Nullstellenmenge des Polynoms FQ(a’b) (w,z,y) == F(w, ew + z,bw + y). Man erhalt:

(a.) sy (9)(F A B
Iy (w,x,y) = ; ; ai,j,kaj 2pTE w2yt
91,12,13 Jj > g 2 3
k> ig
=: E bi1,i2,i3 ((l, b)wuxzzyza
(B/) 11,12,13
i2 .
(a) 7,3+’y . .
Fl (wal'vy) = E E Qi ig—ry izt a” wuxwyzg
i1,02,i3 \y=0 Y
= E Ciy i, is (a)wu T2 yz3
11,12,13

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir ein Tripel (i1, 2, 43) von Zahlen aus Ny, so dafl
i1 + i + i3 = n ist, mit (7). Die Menge all dieser Tripel sei I,.

Es gilt wegen C°1() = ¢e2(a:0) — Clap):

B V(a,b) € J 3! ¢(a,b) # 0, so daB gilt:
B%) V(i) € I, : b (a,b) - cla,b) = cg(a)
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(10) Jetzt wird gezeigt, dal die Konstante c(a, b) fiir alle (a,b) € J gleich 1 sein muf:

Betrachte fiir (a,b) € J die Koeffizienten b ¢ »—s(a,b) und cs,0.n—s(a):

B’ j k ki (n—s) (A
bs,O,nfs(aq b) (:) Z @ik (é) (n - S) a]bk ( ) (:) Gs0.m—s ?é 0

j=0
k>n—s
(B") n—s—+-y
Cs,O,nfs(a) = § As,0—v,n—s+vy a” = Gs.0,n—s 7é 0
v=0 7

Fiir (i) = (s,0,n — s) liefert (B”) dann ¢(a,b) =1 V(a,b) € J. Wir erhalten also:

(a7 b) €J, V( ) € In, (Z) = (il?iQaiS) :
J k i ki
b ; = .. J—12 13
(iy(a,b) Z Wik (Z2> (23> a’~ b
Jj =g
k> ig
C(4) (a) = Z Ay ig—ry iz +ry ( 3 )a7
v=0 v
(B) by (a,b) = c;y(a)
bi inis(a,b) = 0Vig>n—s
b1171277b s(aa b) = 0 Vi ;é 0
sOn S(a7b) = asOn—s7£0 "
) B
bO Ji2,m— ZZ(CL?b) = 0Vig<n ( )
bono(a,b) = aopno#0
bn,O7 = 0

Die Bedingungen (B"’) erhilt man entweder durch Nachrechnen (unter Verwendung von (A) und
(B") sowie c(a,b) = 1) oder aber man iiberlegt sich, da8 die Kurve C', ) fiir (a,b) € J dieselben
Bedingungen aus (1) erfiillt, die fiir das System (A) der Koeflizienten von F' herangezogen wurden.

(11) Werfen wir einen Blick auf die Ausdriicke b;(a,b) und c(;)(a) in (B).
Ersetzt man darin die Paare (a,b) € J durch Unbekannte (z,y), so kann man (fiir jedes (i) € I,,)
Polynome definieren:

= j k i ki
B ; = i J—12 13
(7.)(3373/) E 5.5,k <Z2> ( )CE Yy

1
Jj 22 3
k> ig
i2 .
A 13+
Cip() = az‘l,m—wsﬂ( >9L’7
v=0 v

Wegen bg;(a,b) — c(;)(a) = 0 V(a,b) € J miissen dann alle (a,b) € J Nullstellen des Polynoms

Quiy(x,y) := By (z,y) — Cpay()

sein. Betrachtet man nun die Homogenisierung H ;) (w, z,y) von Q; (falls Q(;) das Nullpolynom
ist, ist auch H(;y = 0) und die Kurve C;, die die Nullstellenmenge von H ;) ist (falls H;y = 0 ist,
ist C'(;) = Po(LL)), so findet man:

(I:a:b) GC(Z-) Y(a,b) € J, V(i) € I,
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Wegen (%) aus (7c) gilt aber auch:
(1:a:b) € CV(a,b)eJ
Fiir jedes (i) € I,, gilt also wegen |J| = oo:
ICaNCl =00

Wir werden gleich zeigen, da H(;) hochstens den Grad n hat. Da C irreduzibel ist, muf} (Satz von
Bézout) fiir alle (i) € I, gelten:

C(i) = C oder C(i) = Pz (L) bzw.
(C) H; = const.-F oder Hy = 0 bzw.
Q(z) (.’IJ, y) = const. - F(L Zz, y) oder Q(Z) ($7 y) = 0

Deshalb werden wir solche (i) € I,, suchen, fiir die H; nicht a priori das Nullpolynom ist und fiir
die degH ;) < n ist. Die in H;) bzw. Q(;) auftretenden Koeffizienten miissen dann alle verschwin-
den. Auf diese Weise werden wir maéglichst viele der a;j, zu Null diskutieren.

(12) Der jeweils erste Summand von E(i) und 6'(1-) ist gleich und hebt sich in Q;) weg, denn es ist

19 13 0.0 i3 0
iy igyig | . ) TTYT = Gy ig i z = 0.
1,12 3(22) <23> 1,%2,13 0
Somit ist dann

. 19 .
IN(EN 6 ki ig + 7y
Quiy(z,y) = E Qi,jk (Z ) (l )UCJ ykis — E %,z‘2w'3+v( )W-
J>ig.k > i3 2 3 y=1 v
j+k>ig+i3

=:B(;)(z,y) =:P(;)(»)

Betrachtet man die Grade von Q;), B(;) und F(;), so findet man:

(a) deg(Bu)=n < (i) =(n,0,0)
(b) deg(Py)) <n V(i) €l,

Zu (a):

»=* deg(Bu) =n = j—iy+k—iz=nfiir ein Paar (j,k) mit j > is, k> ia,j +k > ip + i3
= ia+i3=0 = (i) =(n,0,0)

p = Bn,0,0) = Z Qi jk <é) (O) 2Iy* =" a; ;pIy" (wegen a, 00 = 0, vgl. (A))

j=20,k20
(3, k) # (0,0)

= F(l,z,y) = degB,0,0) =n

Zu (b): Esist deg(P(;)) < ip. Wire deg(F;)) = n, so wiire (i) = (0,n,0), also Py = 3271 a0,n—,4 (

,Y)aﬂ.

Der Koeflizient von x” ist dann ag,g,,, der ist aber wegen (A) gleich Null.

Aus (a) und (b) ergibt sich also:
deg(Q(i)) = deg(B(Z-) — P(Z-)) =N < (’L) = (7170,0)
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Fiir (7) = (n,0,0) berechnet sich Q) zu

Qi) = Z ai jraly® —0=F(1,z,y),
j=>0,k>0

i+ k>0

also ist H(; = F. Wir halten fest:

v (i) € I,\{(n,0,0)} : Q) (7, y) = Buy(z,y) — Pyy(z) =0

(12) Wir spalten nun B(;y auf in eine Summe D(;) + E(;), so dal E(;) nur Monome %% mit B> 1
enthdlt und D;) € L[] ist:

1\ i AVLA I
Bay(zy)= > ai,j,i3<;2)$J Y ai,j7k<ij2)<.)xj 2ykis

13
j>ip+1 J =g
k>ig+1

=:D(;)(x) =:E@;)(z,y)
Also:
(C) Q) = Eu(z,y) + (De(x) — Pu() =0V (i) € In\{(n,0,0)}
(13) Betrachtung der E;:

Da in E(; nur Monome auftreten, die von y geteilt werden, D(;y — P;) aber keine Monome mit y
enthélt, mufl gelten:

{ V (i) € I,\{(n,0,0)}, (i) = (i1,42,143) :
(D)

VY (i,5,k) € I, mit j > ia, k > i3+ 1: ai k(1) (F) =0

i3
Wir betrachten nun Tupel (4,5,k) € I, mit j+k > 2k > 1,k < n — s (denn fiir j + k = 0 ist

@ik = anoo =0 wegen (A), fiir j + %k =1 kommt a; ; ; in (D) nicht vor):

(a) j=0,k>2
Falls k keine p-Potenz ist, betrachte (i) = (i1,i2,i3) mit 42 = 0 und i3 € {1,...,k — 1} mit
(ZZ) # 0(mod p). So ein i3 existiert wegen (1j).
Dann folgt:
, D
@ik (3) (8) = anron(§) 20
= ap—ko0k =0, falls k keine p-Potenz ist.
(b)y 0<j<n, j+k>2 k>1
Betrachte (Z) = (il,ig,ig) mit i3 = 0,45 = j. Es folgt:

i\ [k
ik (?) (0> =ik @ 0V (4,j,k) € L, mit k>1,57>1

(c) Weil wegen (A) der Koeffizient as s # 0 ist, ist n — s eine p-Potenz, etwa n — s = pV.
Wenn also fiir ein (4, j, k) € I,, gilt, dal a; j , # 0 ist, folgt:
(i,5,k) € {(n—p*,0,p%): a €Ny, p*<n—-s=pN}U{(n—470): j=1,...,n}

(14) Jetzt schlachten wir den nur von x abhéingigen Teil in (C) aus:

127



Setze F(z) = D(i) - P(i), dann gilt:

V(i) € In\{(n,0,0)}, (i) = (i1, i2,13) :

. [ .
I\, j—i 13+
Fiy(x) = Z @i,j,i3 (Z_Q)xj F - Z ail,izwﬁw( ~ )xv =0
1

Jj>iz+1 =

(E)

Fiir io = 0 besteht P;y aus der leeren Summe. Fiir i9 > 1 ist

ig +i3\ 4,
Py (z) = ai1,07i2+i3< i )332 ;

denn fir v € {1,...,4ip — 1} ist a;; iy—r,ig+y = 0, da dann 49 —y > 1,43 + v > 1 ist (vgl. (13 b)).
Wir betrachten nun Fy; fiir (i) = (n — i2,42,0) mit 4o € {1,...,n — 1}

(B) Visef{l...on—1}:  Fy@)= > ausio (ij)xj—iz iy o = 0
LS 2
j>ia+1

(a) ia=n—1:

(B)

E
F(l) (1‘) = aQ,n,0 (711)1‘ — a1,07n_1$n_1 =" 0. Wegen (A) sowie s > 2 ist aion—1= 0, ag,n,0 7é 0,

also gilt:
pln
(b) 2 =1:
Fo(z) = Zan—j,j,ojxjil — Ap-1,0,1T
j=2
i1 (B
= (200220 an 1007+ Y ans0i2’ 20

j>3
{ 2057,-2,2,0 = Qn-1,0,1 }
Viz3,pfi: anjjo=0

(c) Betrachte nun alle a,,—j ;o mit j > 3, p|j:

(cl) Falls j # p™,j # 2p® (a € N), existiert ein v € N\{1,2} mit j = up®, p fu, o > 1. Fiir
ip = p tritt a; ;1 in F{;) als Koeffizient (in Verbindung mit einem Binomialkoeffizienten)
auf, mit (E) folgt:

An—j,5,0 (pja) =0, (pja) # 0(mod p) (vgl. (1))
= An—j,5,0 = 0 v] Z 37 p|]7 j ;époz’ .] 7£ 2pa

(c2) Fiir j = 2p® tritt a5 in F;) als Koeffizient (mit einem Binomialkoeffizienten) auf.
Wenn (i) = (n — 42,12, 0) ist mit 1 < iy < 2p®, findet man in Verbindung mit (E):

iz #p* = (ZD = 0(mod p) = an—j;0 (;2) =0

Fiir iy = p® kommt a,,_j; jo in F(;) doppelt vor (ndmlich in D(;y und C(;)). Es mufl
gelten:

J _
an,j,j)o (p‘*) — an,payo’pa = 0 bzw.

o

An—2pe,2p>,0 (215)“ ) —ap-poope = 0 Vji=2p* a€{l,...,N}
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Wendet man die Formel (™™) = >>7_ (™) () fiir Binomialkoeffizienten an mit m =

n = r = p%, so erhiilt man in Verbindung mit (1j), dafl (2;’&) = 2(mod p) ist. Zusammen
mit (14 b) gibt das:

An—2p 2p,0 * 2 = Anpeope ¥V j =2p%, a €{0,..., N}
(15) Fassen wir die Ergebnisse aus (13) und (14) zusammen:

aijk 7 0= (4,5,k) € {(n—p*%0,p% : a=0,...,N}U
{(n—p*p*0): a=0,...,N}U
{(n—2p~,2p*,0): a=0,...,N}

. . _ 1
sowie Vae{0,...,N}: an_opepe,0= 50n—po0pe
Dann ist
i gk
Flw,z,y) = Y ajpw'a’y
— E o =D, P E R AP § ’ . ayn—2p° .2p"
= Ay —pi 0,pi W Yo+ Qp—pi pi oW r© + Qp—2pi 2pi W T
i=0 i=0 i=0
— E o m=p', D’ E o n=p' .p § ’ o m—2p* 2p°
= Ay —pi 0,pi W yr + Qp—pi pi oW x” + Ean,pzyo’pq,w T
i=0 i=0 i=0

Setzen wir a; = ap_pi pi o Und b; = a,,_pi g pi, 50 ist

F(w,z,y) Za P P —|—wa” P’ p Z;b w2 g2

=0

Jetzt sind wir mit Teil (I) des Satzes fast fertig. Wir miissen nur noch priifen, ob die Kurve den
Grad n = 2p" hat und der Definition 15 entspricht.
Fiir n > 2p" folgt w|F, also ist 6 < n = 2p". Jetzt formen wir F ein wenig um:

N

Z (ainPN_pimpi + biwsz_piypi + ;binPN_zpixzpi>
iEO s
= > (wa + Wbiwy + 3 ”\/b::v2> w2
i=0
Setzen wir Fj(w,z,y) = ®/a,wx + 2/biwy + z 2/biz® und o; = R/a;, B = 2/b;, s0 ist
F(w,z,y) =Y (w?)? P F.
i=0

Wegen (1a) und (A) gilt: (a0, Bo) # (0,0), By # 0. Nehmen wir nun an, fiir jedes i € {1,..., N}
gilt: (»/a;, 3/b;) = (ao, by). Das impliziert:
Vie{l,...,N}3c; € L mit ( »/a;, \F (ciag, cibo),

also F; = ¢; Fy, und weiter
N .
p —p' P '
F = E .
=0
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Nun substituieren wir w? =: t, Fy =: r. Der Ausdruck Zcfl ™ =Pt st homogen vom Grad p™v
und faktorisiert zu

H(uit +or),  (ug,v;) € LA\{(0,0)},
i=1

riicksubstituiert ist dann
N

F = (uin +”UiF0).

%

S|

I
—

Da es sich bei der Gleichung w;w? + v;Fy um die Gleichung eines (eventuell entarteten) Kegel-
schnittes handelt, ist F' reduzibel, im Widerspruch zur Irreduzibilitit von C. Also ist (I) gezeigt.

(16) Nun wird gezeigt, dal I'¢ ein semidirektes Produkt I'c = V' x Z ist, wobei V' der Normalteiler
von endlichem Index aus (8) ist und Z isomorph zu einer endlichen Gruppe, die von Diagonalma-
trizen repréasentiert wird.

Es sei F(w,z,y) = Y., (w"*pi (a;z”" + biy?') + %biwnfzpile’j) und die Nullstellenmenge C von
F sei eine irreduzible KV-Kurve vom Grad n = 2p~ mit Stabilisator I'c. Daf8 tatsichlich jede
Kollineation, die von einer Matrix der Form

1 0 0
a 1 0]eGLs(L)mit (1:a:b)eC
b —a 1

induziert wird, die Kurve C invariant l#8t, bestétigt man leicht durch Nachrechnen.
Daf} [I'¢ : V] < o ist, folgt aus (8) und (5) wegen [U : V] < 00, [['¢: U] < 0.

Fiir die Koeffizienten von F' gilt (vgl. Definition 15, S.118):
ai=al', bi=@', By #0

Falls any # 0 ist, betrachte man statt C, F,V und I'c die Objekte C*, F*, V* und ['c«, wobei «
induziert werde von der Matrix A mit

1 0 0
A=(0 1 0
O‘g—g’l

Es ist dann niimlich F® = FoA~! mit F*(w,x,y) = Zilio (w"’pi (agxpi + b;ypi) + %bgw"*%ix?p")
mit a; = a; — bi’g—]’;’, b, =b; Vi =0,...,N, also aly =0, by # 0. Weiter wird V* induziert von
allen Matrizen der Form

1 0 0
a 1 0]eGLsL), 1:a:b)cC.
b —a 1

Deshalb kann man fiir das Polynom F' oBdA. annehmen, dal ay = 0 ist.

Jedes Element v/ € I'c mu$ die Singularitét (0 : 0 : 1) von C' mitsamt ihrer Tangente [cc] festlassen,
also wird v/ induziert von einer Matirx B der Form

1 00
B=|a ¢ 0| e€GL3(L).
b d e
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Wegen (1:0:0) € C folgt (1:a:b) € C. Die Matrix A mit

1 0 o0\ '/1 0 1 0 0 1 00
a 1 0 a c =10 c 0l=(0 ¢ 0] =:4""
b —a 1 b d 0 ac+d e 0 f e

induziert dann eine Kollineation v € I'c. Betrachte nun das Polynom F o A=1. Wegen v € T'¢
existiert ein ¢ € L, mit F o A~! = tF. Rechnet man das — unter Verwendung von ay = 0 — aus
und macht einen Koeflizientenvergleich, so erhélt man:

f=0,e=c%
Dann ist, da die Menge
1 0 0
0 ¢ 0 |eGLs(L): ceL,
0 0 ¢

der Normalteiler einer Buekenhoutgruppe ist (vgl. Definition 8, S.74, in Verbindung mit Hilfssatz
19, S.75), die Menge aller Kollineationen aus I'c, die von solchen Matrizen induziert werden,
endlich. Sonst hitte ndmlich C' mit einem Kegelschnitt unendlich viele Punkte gemeinsam, was
wegen der Irreduzibilitdt von C' dem Satz von Bézout widerspriche. Es ergibt sich weiter, daf} eine
Kollineation v € I'¢\V induziert wird von einer Matrix B mit

1 0 0
B=|a ¢ 0], {1:a:b)eC.
b —ac c?

Wegen
1 0 0 1 0 0
B 'z 1 o|B=[%2 1 0
y —x 1 5 -2 1

sowie (1: £ : %) € C fiir alle (1: x: y) € C ist schliefllich V < T¢.

Insgesamt ist — wenn oBdA. ay = 0 ist — die volle Kollineationsgruppe unserer Kurve gegeben
durch I'c =V x Z¢, wobei Z¢ induziert wird von Z/, < GL3(LL) mit

1 0 0
Z¢ = 0 ¢ 0| eGLs(L): ce M,
0 0

2

M eine durch die Koeflizienten von F' eindeutig bestimmte endliche multiplikative Untergruppe
von L. O
Wir fassen abschliefend den Inhalt der letzten Hilfssétze noch einmal zusammen.

SATZ 29 FEs sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik # 2 und C' eine
singulire irreduzible algebraische Kurve in Py(L). Wenn die Kollineationsgruppe I'c: von C in der
PGL3(L) eine unendliche Gruppe ist, gilt:

(I) Fir charlL =0 ist C eine VP-Kurve.

(II) Fiir charll # 0 ist C eine VP-Kurve, eine Translationskurve oder eine KV-Kurve.
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2.3.2 Der gemeinsame Stabilisator mehrerer Kurven iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper

Nachdem nun die singuldren Kurven mit unendlicher Kollineationsgruppe bekannt sind, wird in
diesem Abschnitt untersucht, wann der gemeinsame Stabilisator mehrerer singulérer Kurven eine
unendliche Gruppe ist. Es ist klar, daf in diesem Fall diese Kurven projektiv dquivalent sein miissen,
da die jeweiligen Kollineationsgruppen von verallgemeinerten Parabeln, Translationskurven und
VP-Kurven nicht zueinander isomorph sind.

Fiir die verallgemeinerten Parabeln, die wir zuerst betrachten, erhélt man ein dhnliches Ergebnis
wie fiir die Kegelschnitte.

HILFSSATZ 30 (VP-Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein algebra-
isch abgeschlossener Kérper der Charakteristik # 2 und Cy die irreduzible VP-Kurve in Py(L), die
oBdA. die Nullstellenmenge des Polynoms Fy(w,x,y) = w" Fy* —a™ € L|w, x,y] ist. Es sei I eine
Indexmenge mit 0 € I, |I| > 2 und C:= {C; : i € I} eine Menge von paarweise verschiedenen
projektiv dquivalenten Kurven in Po(LL), die Cy enthdilt. Die Gruppe T'; sei der Stabilisator von C;
in der PGL3(L) und T'¢ :=(;e7 -

Wenn |T¢| = oo ist, gilt:

icl

(I) Ist Cy eine Translationskurve, also Co = Cy,1 mitn = p" fiir ein N € N und charL = p (vgl.
Definition 13, S. 97), so liegt — bis auf projektive Aquivalenz — einer der folgenden Fille vor:

(Ia) Die Menge C ist enthalten in der Kurvenschar
Cm = {C(a) ={(w:z:y)€PAL): prfly = a;cpN} D a€ ]L*}

und T¢ ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus C,,. Die projektive Ebe-
ne Po(L) wird von C,, bis auf das Einheitsdreieck einfach iberdeckt. Die Gruppe T¢ wird
induziert von allen Matrizen der Form

1 0 0
0t O , teL,.
00 "

(Ib) Die Menge C ist enthalten in der Kurvenschar
Cm = {C(a) ={(w:z:y) e PaL): wh Ty = 27" 4+ apr} D a€ IL}

und T'¢ ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus C,,. Die projektive Ebene
Po(L) wird von Cy, bis auf die Gerade [00] einfach iberdeckt. Die Gruppe I'c wird induziert
von allen Matrizen der Form

N

0 0

r 1 0], rel.

P01

(II) Ist Cy = Cy i eine VP-Kurve, die keine Translationskurve ist, so ist C' enthalten in der Kur-
venschar Cp, = {Cla) = {(w:z:y) € Po(L) : w" *y* =aa"}: a € L.} und T¢ ist gleich
dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus C,,. Die projektive Ebene Po(IL) wird von

Cp, bis auf das Finheitsdreieck einfach tberdeckt. Die Gruppe I'c wird induziert von allen
Matrizen der Form

1 0 0
0tk 0|, tel,.
0 0 "

Insbesondere ist T'e = T'.

132



Beweis:

(1) Wir zeigen zuerst (II). Es sei Cy = C,,  (keine Translationskurve) mit Kollineationsgruppe
I'ound P = (w : z : y) € P2(L) ein Punkt, der nicht auf dem Einheitsdreieck liegt, d.h. oBdA.
w =1, zy # 0. Weiter sei J eine Indexmenge, so dal {; : j € J} C Ty eine unendliche Teilmenge
paarweise verschiedener Kollineationen aus I'y ist. Jede Kollineation ; wird dann induziert von
einer Matrix A; mit

1 0 0
Aj=1[0 tF 0], t; € L.(vgl Hilfssatz 24, 5.97).
0 0

Fiir a € L, sei aulerdem C(a) := {(w : x : y) € Po(L) : w" *y* = az"}. Trivialerweise existiert
genau ein a € L, mit P € C(a), d.h.

y* = az™. Wegen
1 1
Ajlz | = t?x
(0 17y

ist {P% :jeJ}={P;j:=(1:thx:t}y): j € J} eine unendliche Menge von Punkten, die wegen
(t7y)" = a(tiz)™ in C(a) enthalten ist.

Es sei nun C; eine von Cy verschiedene Kurve aus C. Es existiert sicher ein Punkt @ auf C;, der mit
keiner der Geraden [1:0:0],[0:1:0] und [0: 0: 1] inzidiert. AuBerdem existiert genau ein a € L.,
so dal @ € C(a) ist. Wegen |I'; N Ty| = oo hat C; mit C(a) unendlich viele Punkte gemeinsam,
also ist C; = C(a). Aus obiger Rechnung folgt, da C,,, := {C(a) : a € L.} die Ebene ohne das
Einheitsdreieck einfach iiberdeckt und andererseits die Gruppe I'g jede Kurve C(a) festldft, also
ist (IT) bewiesen.

(2) Nun betrachten wir den Fall Co = {(w : 2 : y) € Po(L) : w?" 'y =a?" } fiir charL = p.

Es sei C; # Cp eine Kurve aus C und I' =T; NTy. Wegen I'c > T' > T’y ist |T'| = co. Die (endliche)
Menge der Schnittpunkte Q := C; N Cy # § kann Punkte auBerhalb der Geraden [oo] enthalten
oder nicht.

(2a) Es sei 0 # Q. die Menge der Schnittpunkte von C; N Cy, die nicht auf [oo] liegen. Dann liegt
bis auf projektive Aquivalenz der Fall (Ia) vor:

Die Gruppe T operiert auf €, und hat deshalb einen Normalteiler M von endlichem Index, der
Q. punktweise festldfit. Da 'y auf Co\{(0 : 0 : 1)} transitiv wirkt, kann man annehmen, da8
S :=(1:0:0) in Q. enthalten ist. Dann wird (vgl. Satz 24) M induziert von einer unendlichen
Teilmenge der Gruppe

10
0 ¢ €GLs(L): tel, y <GLs(L).
00

Da Elemente aus M auflerhalb von [oco] nur den Punkt (1 :0: 0) festlassen, ist Q. = {(1:0:0)}
und damit M = T. Die restlichen Aussagen von (Ia) kénnen wie in (1) gezeigt werden.

(2b) Wenn 2 C [o0] ist, ist @ = {(0:0: 1)}, da Cp auf [oo] nur diesen einen Punkt besitzt. Dann
liegt der Fall (Ib) vor:

Es sei C; = C§ fur eine Kollineation o € PGL3(IL)\I'g und weiter P = (0 : 1 : 0) der Knoten von
Co. Der Knoten P* von C; muf} auf [oo] liegen:
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Angenommen, P* ¢ [00]. Dann wire v(P®) = P* & [oo] V v € T wegen I' = T'g N (Tp)®. Wird
v € 'y von der Matrix

1 0 0
r t 0 |,rel, tel,
0w
induziert und hat einen Fixpunkt auflerhalb von [oc], so ist dieser gleich (1 T (ﬁ)pN) mit

t # 1, d.h. der Fixpunkt liegt auf Cy. Da I'y transitiv auf Co\{(0: 0 : 1)} operiert, kann man oBdA.
P* = (1:0:0) annehmen. Dann ist aber I" eine Untergruppe des Stabilisators des Einheitsdreiecks
A wie in (2a). Da die Punktebahnen dieser Gruppe die Kurven aus C,, wie in (Ia) bilden, ist das
ein Widerspruch zur Voraussetzung Q C [oo]. Also ist P € [0].

Es mufi P* = P sein:

Angenommen, P* # P, dh. P* = (0 : 1 : y) fiir ein y € L,. Es folgt, daf} die Kollineation «
induziert wird von einer Matrix A € GL3(LL) mit

a
At =|
9

-~ > O

0
0|, ahl #0.
1

Die Kurve C; = C§ ist dann die Nullstellenmenge des Polynoms F* = FoA™! mit FoA~!(w, z,y) =
(aP” tg— P ywr” 4 aP” —lwP” 1y 4P 1P ~1z — B?" 27" Dann haben aber Cp und C; einen
Schnittpunkt auBerhalb von [oo], denn F(1,z,2?" ) = (a?" —1 — b2 )aP™ + a?" Lz + (a?" ~1g —
pr) ist kein konstantes Polynom wegen al # 0. Widerspruch.

Die Kollineation « fixiert also die Punkte (0:1:0) und (0:0: 1) und wird damit induziert von
einer Matrix A € GL3(L) mit

1 00
Al=1le ¢ 0 ,cd#O,b#epNoderc#cpN.
b 0 d

Die Kurve C§ = C; ist dann die Nullstellenmenge von F® = F o A~! mit
Fo A_l(w733,y) =(b— ePN)pr + dpr_ly B cpprN.

Wegen Co N C; ={(0:0: 1)} folgt weiter Fa(l,:c,xpN) =(d—- cpN)xpN + (b— epN) #0Vazel.
Das impliziert d = CPN, b—er" # 0. Deshalb ist C; dann die Nullstellenmenge des Polynoms

N
e —b

d

1

N_ N N
Fi(w7xay) = w” y_‘rp _aowp , ap =

Die Gruppe I'; = I'§ wird induziert von allen Matrizen der Form AMA~! mit

1 0 0 0 0
Al=|e ¢ 0 , Me r t 0 eGLs(L): rel, tel, ,,
b 0 Y0
1 0 0
AMA=! = (e(t—1)+r) t 0

1 N
eV

1
B —1)+r") 0 P

Eine Matrix AM A~! induziert genau dann ein Element aus I', wenn b(tpN -1+ P = (e(t—1)+
r)P" ist, also (b—eP" )(t?" — 1) = 0. Weil b eP" war, folgt ¢ = 1, also wird T induziert von allen
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Matrizen der Form

0 0
r 1 0], rel.
Pt 01
Fiir a € L setze man nun C(a) = {(w : z : y) € Py(L) : w? 1y = 2?" + aw?" } und betrachte
einen Punkt P = (1: 2 : ) € P(L). Es existiert genau ein a € L mit P € C(a), dh. y = 2?" +a.
Wegen
0 0 1 1
r 1 0 x = r+o Vaoel
Y01 " +a (r+x)pN+a
148t T jede Kurve C(a) fest. Damit ist (Ib) gezeigt. O

Nun betrachten wir Translationskurven. Auch hier sind zwei oder mehr projektiv dquivalente Kur-
ven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator Teil einer Kurvenschar, die Pa(L) bis auf eine
Gerade einfach iiberdeckt.

HILFSSATZ 31 (Translationskurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein
algebraisch abgeschlossener Kdérper von endlicher ungerader Charakteristik p und Cy eine irre-
duzible Translationskurve in Po(L), die keine VP-Kurve ist. OBdA. sei Cy die Nullstellenmenge
eines Polynoms Fy € L[w, x,y] wie in Definition 14 vom Grad n. Es sei I eine Indexmenge mit
0el, [I| >2undC :={C;: i€ I} eine Menge von paarweise verschiedenen projektiv dquivalen-
ten Kurven in Pa(L), die Cy enthilt. Die Gruppe T'; sei der Stabilisator von C; in der PGL3(IL)
und T'c := (¢, I

Wenn |T'c| = oo ist, ist die Menge C enthalten in der Kurvenschar

Co i ={C(a) :={(w:2:y) € Py(L): aw™ + Fo(w,z,y) =0}: a €L}

und T¢ ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus C,,. Die projektive Ebene Po(IL)
wird von C,, bis auf die Gerade [00] einfach iberdeckt. Die Gruppe I'c wird induziert von allen
Matrizen der Form

1 00
r 1 0] eGLs(L), (1:r:5) € Co.
s 01

Beweis:

(1) Dem Hilfssatz 25 entnimmt man, da oBdA. T'o = V % Z ist. Dabei wird der Normalteiler V'
induziert von

1 00
V' = r 1 0] eGLy(L): (1:7:5)€Cy
s 0 1

Die Gruppe Z ist eine endliche Teilmenge des Stabilisators des Einheitsdreiecks: Es existiert ein
durch Cy eindeutig bestimmter endlicher Teilkérper F von L und ein ¢t € {1,...,N} mit Z =
{z(A) : X € F.}, wobei jede Kollineation z(A) € Z induziert wird von der Matrix z’(\) mit

0
0

t

1 0
ZN) =10 X
0 0 M

(2) Wir zeigen: Fiir C; € C mit C; # Cp ist [V NIy = oo.

Es sei C; € C verschieden von Cy. Dann existiert eine Kollineation v € PGL3(L) mit C; = C§ und
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[y =T5. Wegen I';Ng := T' < I'c und [I'¢c| = oo kann I" nicht endlich sein. Weil I'g = [, g, V2(A)
ist, existiert ein A € Fy, mit [I'NVz(X)| = co. Es sei ' N Vz(A) = {v;z(A\) € Ty : j € J} mit
unendlich vielen paarweise verschiedenen v; € V fiir eine geeignete Indexmenge J. Fiir ein jo € J
sei vj,z(A) € I N Vz()). Die Menge {v;z(\)(vjoz(A))™': j € J} = {Ujv;ol : j € J} ist dann von
unendlicher Méchtigkeit und in V' enthalten. Also ist V NT; = V NT eine unendliche Gruppe.

(3) Wir zeigen: Jede Kurve C; € C ist enthalten in C,, und fiir alle v € V, a € L gilt: (C(a))” =
C(a).

Es ist fur a € L die Kurve C(a) gleich der Nullstellenmenge des Polynoms F, € L[w,z,y] mit
Fo(w,z,y) = aw™ + Fo(w, x,y). Man rechnet leicht nach, dafi C,,, = {C(a) : a € L} die Ebene
P2(LL) ohne [oo] einfach iiberdeckt und C(a)” = C(a) ist fiir alle v € V. Fiir eine Kurve C; € C und
einen Punkt P = (1: z : y) € C; = C§ existiert dann genau ein a € L mit P € C(a), weiter ist

fiir jede unendliche Teilmenge W von V' die Bahn P" von unendlicher Michtigkeit und in C/(a)
enthalten. Also ist C; = C'(a) und damit I'c > V.

(4) Es ist ' = V und deshalb T'¢ = V.

Angenommen, es existiert ein v € I'\V. Dann existiert ein v € V und ein A € F,\{1} mit v = vz(A).
Wegen V' < T ist die Kollineation z(\) ebenfalls in I enthalten. Es sei z’(\) die Matrix von z(\).
Wenn man nun F, o (2/(\)) ™! explizit berechnet, so erhilt man, im Widerspruch zur Annahme:

Foo(Z(\) '=F, < MW =1 < A=1

Es sind nun noch die KV-Kurven zu betrachten.

HILFSSATZ 32 (KV-Kurven mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator) Es sei L ein alge-
braisch abgeschlossener Kdrper von endlicher ungerader Charakteristik p und Cy eine irreduzible
KV-Kurve in Pz(L). OBdA. sei Cy die Nullstellenmenge eines Polynoms Fy € Lw,z,y] wie in
Definition 15 vom Grad n. Es sei I eine Indezxmenge mit 0 € I, |I| > 2 und C := {C; : i € I}
eine Menge von paarweise verschiedenen projektiv dquivalenten Kurven in Po(L), die Cy enthdlt.
Die Gruppe T'; sei der Stabilisator von C; in der PGL3(L) und T¢ :=(,.; L.

Wenn |T¢| = oo ist, ist die Menge C enthalten in der Kurvenschar

Cp :={K(a) ={(w:x:y) € P2(L): aw" + Fy(w,z,y) =0} a € L}

icl

und T¢ ist gleich dem Schnitt der Stabilisatoren aller Kurven aus Cp,. Die projektive Ebene Pa(LL)
wird von Cp, bis auf die Gerade [00] einfach iberdeckt. Die Gruppe T'c wird induziert von allen
Matrizen der Form

0 0
r 1 0] eGL3L), (1:r:5)€eCh.
s —r 1

Beweis:

Der Beweis verlduft analog zum Beweis des letzten Hilssatzes, wobei man fiir 'y = V x Z den
Hilfssatz 28 heranziehe. Wir fithren hier nur die dem Teil (4) des Beweises des letzten Hilfssatzes
entsprechende Rechnung aus. Dazu nehmen wir an, daf§ Fy(w, z,y) = Zz‘j\io WP (a;zP" +biy? ) +

%w”_Qpix%i ist und oBdA. (an,by) = (0,1). Dann ist zu zeigen, daf fiir

1 0 0
Z=10 ¢ 0
0 0 ¢
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mit ¢ # 1 sowie Fy o 2/ = F gilt:
F,02 #F, VaclL,

Es ist Fpo 2/ (w,z,y) = CQPNFO(w, z,y) und F, o 2'(w, z,y) = aw™ + ¢**" Fo(w, z,y). Andererseits
folgt aus Fy, o 2’ = Fy,, da3 2t =1 ist, also ¢ = 1. Wegen ¢ # 1 mufl dann ¢ = —1 sein. Wenn
aber Fy o z2'(w,z,y) = Fy(w, —x,y) = Fo(w,z,y) gilt, folgt:

Vi=0,...,N: a;=0

Dann ist aber F reduzibel (vgl. Definition 15 mit a; = api, b; = ﬂfi), Widerspruch. O

2.3.3 Kurven mit unendlichem Stabilisator iiber unendlichen Ko6rpern

Nun werden algebraische Kurven vom Grad > 3 mit unendlicher Kollineationsgruppe iiber belie-
bigen unendlichen Kérpern K der Charakteristik # 2 betrachtet. Wie nicht anders zu erwarten,
sind die Aussagen hier weniger stark als im algebraischen Abschlufl L von K.

Wie bereits zu Anfang des Kapitels 2 (S. 71) erwéhnt, verstehen wir unter einer algebraischen
Kurve in P2(K) die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F' € K[w, z, y] unter der zusétz-
lichen Bedingung, dafl die Kurve unendlich viele Punkte besitzt. Bei der Losung der Frage, welche
Kurven hier eine unendliche Kollineationsgruppe in der PGL3(K) haben kénnen, verwenden wir
natiirlich die Ergebnisse des Abschnitts 2.3.1, indem wir die Situation kanonisch in den algebrai-
schen Abschlufl I von K einbetten. Es gibt dabei im Prinzip zwei verschiedene Blickwinkel, die
man einnehmen kann:

Man kann einerseits ausgehen von einer oBdA. irreduziblen Kurve C' C P2(L) mit unendlicher
Kollineationsgruppe I'c < PGL3(LL), d.h. C' hat mindestens eine Singularitét (vgl. Satz 23 , S. 94)
und ist eine der Kurven aus Satz 29, S. 131. Auflerdem setzt man voraus, dafl |C' N Pa(K)| = oo
und |T'e N PGL3(K)| = oo gilt. Man sagt dann auch, C' hat unendlich viele K-rationale Punkte
und I'c hat unendlich viele K-rationale Kollineationen.

Andererseits kann man auch von einer Kurve C' C P2(K) mit Stabilisator Go < PGL3(K) aus-
gehen, gegeben durch ein oBdA. in K[w,z,y] irreduzibles Polynom F € K|w,z,y]. Dann kann
man C* = {(w : z : y) € P2(L) : F(w,z,y) = 0} und die zugehorige Kollineationsgruppe
I'ce < PGL3(L) betrachten, wobei I'ca N PG L3(K) mit G¢ identifiziert wird.

Welchen Blickwinkel man einnimmt, ist irrelevant, wie man sich leicht tiberlegt:

Hat eine iiber L irreduzible Kurve C' C P2(LL) unendlich viele K-rationale Punkte, so kann man
nachweisen, daf die Kurve die Nullstellenmenge eines homogenen Polynoms F € L[w, x, y] ist, des-
sen Koeffizienten oBdA. Elemente von K sind. Geht man andererseits von einer Kurve C C P3(K)
aus, die die Nullstellenmenge des oBdA. in K[w,z,y] irreduziblen” Polynoms F € Klw,z,y] ist
und betrachtet C* = {(w,z,y) € P2(L) : F(w,z,y) = 0} C P2(L), so muB F auch in L{w, z,y]
irreduzibel sein. Denn angenommen, F' ist irreduzibel iiber K und reduzibel iiber L, etwa F' = G- H,
fiir zwei nichtkonstante homogene Polynome G, H aus L[w, z,y], so dafl multiplikative Vielfache
von G bzw. H nicht in K[w, z, y] enthalten sind.

Dann haben die zugehérigen Kurven C&, C% C Po(L) nur endlich viele K-rationale Punkte, und
wegen C* = C& U Cf wire |C| endlich.

Ist F reduzibel iiber K, so faktorisiert F in (iiber K) irreduzible Faktoren F' = [["; G;*, m € N, r; € N. Man
argumentiere nun wie auf Seite 71 und verwende dabei den Normalteiler N von G¢, der jede Komponente von C

einzeln festléBt. Ist die Nullstellenmenge eines der G; in P2(K) leer, so betrachte man Gi statt F.
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Wenn also eine iiber K definierte irreduzible Kurve unendlich viele Punkte in Py (K) und unendlich
viele Kollineationen in PGL3(K) hat, ist die Kurve die Menge der K-rationalen Punkte einer iiber
L gegebenen und iiber L irreduziblen Kurve C’ und C’ ist eine der Kurven aus Satz 29. Das heifit,
es existiert eine Kollineation o € PGL3(LL) und eine Kurve C' C P3(LL), so dal C* = C”’ ist und C
die Nullstellenmenge eines Polynoms wie in Definition 13, 14 oder 15. Die Kurve C* N PG L3(K)
nennen wir VP-Kurve, Translationskurve oder KV-Kurve, wenn |C* N PGL3(K)| = oo ist und C*
in P(L) eine VP-, Translations- oder KV-Kurve ist.

Liegt eine Kurve C' C P3(LL) als Nullstellenmenge eines Polynoms wie in einer dieser Definitio-
nen vor, so sprechen wir von Kurven bzw. Polynomen in Normalform. Gekennzeichnet ist eine
Normalform hauptsiichlich dadurch, dafl die Singularitéit(en) und eventuell der Knoten der Kurve
Ecken des Einheitsdreiecks sind, also insbesondere in Pa(K) liegen. Weiter ist eine Tangente an
eine Singuaritéit dann eine K-rationale Gerade, und zwar eine Kante des Einheitsdreiecks.
Singulariiten, Knoten und Singularitéitentangenten von C* = C’ miissen nicht a priori K-rational
sein, es stellt sich also die Frage nach geeigneten Normalformen fiir C".

Der Inhalt der folgenden Sitze ist es, méglichst giinstige Normalformen iiber K fiir C’ zu finden,
also Kollineationen 8 € PGL3(K), so daB (C")? die Nullstellenmenge eines moglichst einfachen
Polynoms ist. Fiir charK = 0 oder perfekte Korper mit charK = p gelingt es, genauso schone
Normalformen wie iiber I zu erhalten. Fiir nicht perfekte Koérper der Charakteristik p > 3 geht
das leider nicht immer, hier kann es z.B. passieren, daf} eine Singulari&t von C” in Py (IL)\ P2 (K) liegt.

Auf die Betrachtung von mehreren Kurven {iber K mit unendlichem gemeinsamen Stabilisator
verzichten wir hier, denn die entsprechenden Fragen sind mit den Ergebnissen aus Kapitel 2.3.2,
kombiniert mit den folgenden Hilfssétzen, leicht zu beantworten.

Wir betrachten zuerst KV-Kurven iiber K.

HILFSSATZ 33 (Normalformen fiir KV-Kurven) Es seilL ein algebraisch abgeschlossener Korper
von endlicher ungerader Charakteristik p und K ein unendlicher Teilkérper von L. Es sei C eine

irreduzible K'V-Kurve vom Grad n in Po(IL) mit Stabilisator Tc < PGL3(LL), dabei sei oBdA. C

die Nullstellenmenge des Polynoms G € L{w, z,y] mit G(w,z,y) = Zf\;o wn P (ciirpi + diypi) +

%diw"’%ix%i, n = 2pY (vgl. Definition 15). Fiir eine Kollineation o € PGL3(L) sei
|C*NP(K)| = o0, [(T'e)* N PGL3(K)| = oc.
Dann gilt:
(1) Ist K ein perfekter Korper der Charakteristik 3 oder aber charK # 3, so existiert eine

Kollineation 8 € PGL3(K), so dafy die Kurve (C*)P die Nullstellenmenge eines Polynoms

F € Klw, x,y] ist mit F(w,2,y) = S o w™ P (az? + biy?") + %biw”_%ixgpl.

(1I) Ist charK = 3 und K nicht perfekt, so liegt einer der folgenden Fille vor:

(Ila) Es existiert eine Kollineation 3 € PGL3(K), so daff die Kurve (C%)? die Nullstellen-
menge eines Polynoms F € Klw, x,y] ist mit

N
Fw,a,y) =Y w7 (aa” +biy") + Sbw" > 2",
=0
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(IIb) Es existiert eine rein inseparable Korpererweiterung K von K mit [K’ : K] = 3 und eine
Kollineation 3 € PGL3(K')\PGL3(K), so dafi die Kurve (C*)? die Nullstellenmenge
eines Polynoms F € K'|w, x,y| ist mit

N
i i 7 1 i 7
F(w,z,y) = Zownfp (a;z? + biy? ) + Ebiwn72p 2P
Die Kurve C' hat in diesem Fall keinen Knoten, d.h. by # 0. Die Singularitit von C*
ist ein Punkt aus P2(K')\P2(K) und ihre Tangente ist eine Gerade in Pa(K')\Pa(K).

Beweis:

(1) Esist e =V x Z (vgl. Satz 28), wobei V induziert wird durch V' mit

1 0 O
Vi=S{M@r,s)=r 1 0|eGLsL): (1:r:5)eC
s —r 1

und Z endlich ist. Natiirlich ist der Stabilisator I'ca der Kurve C gleich (I'¢)® = V& x Z¢. Weil
|(Te)* N PGL3(K)| = oo ist, ist auch |[V* N PGL3(K)| = oo:

AusT'c =, Vzfolgt (Io)® = J,c, V2%, also existiert ein z € Z mit [V*2*NPGL3(K)| = oo.
Es sei V2% N PGL3(K) = {v§z* : j € J} fiir eine geeignete Indexmenge J und paarweise ver-
schiedene v; € V. Weiter sei v§ 2 ein fest gewihltes Element aus PGLz(K) N V2. Es ist
{v§2%(vg 2"t s jeJ} = {(vjvjzl)o‘ : j € J} eine unendliche Menge, die in V¢ N PGL3(K)
enthalten ist.

(2) Essei S = (1:0:0)* die Singularitit von C* und Ts = [00]® die Tangente in S an C* (C
hat nur eine Singularitéit mit nur einer Tangente).

Wenn nun A € GL3(L) eine Matrix ist, die « reprisentiert, dann ist V¢ gegeben durch die Men-
ge {AMA™' € GL3(L) : M € V'}. Wenn fiir M € V' die Matrix AMA~! eine Kollineation
in PGL3(K) induziert, existiert ein ¢t € L, mit tAMA~! =: B € GL3(K). Das charakteristische
Polynom von B ist in diesem Fall gleich (x — t)3 € L[z] bzw. 23 — 32%t + 32t? — t3 € K[z].

(3) Es sei nun entweder charK > 3 oder aber K ein perfekter Korper der Charakteristik 3.

Dann ist das Polynom x? — 322t + 3xt* — t* € K|[z] reduzibel iiber K, es hat also B = tAMA™!
einen Eigenvektor im Vektorraum K3. Die Kurve C' hat mit der Geraden [0 : 1 : 0] nur endlich
viele Punkte (1 : 0 : s) gemeinsam, also besitzt V' nur endlich viele Kollineationen, die von der
Singularitét (0 : 0 : 1) von C verschiedene Fixpunkte haben (fiir (1 : r : s) € C mit r # 0 be-
trachte man die Eigenvektoren der Matrix M (r,s)). Wegen |V* N PGL3(K)| = oo ist deswegen
(0:0: 1) =85 € Py(K). Dual argumentiert man fiir die Tangente und erhilt Ts = [oc0]* als
K-rationale Gerade.

(3a) Es sei nun 3 € PGL3(K) so, dal $%1 = (0: 0: 1) und 75" = [oq] ist, weiter sei fiir einen
Punkt P € C*NPy(K) mit P ¢ T das Bild P% = (1:0:0). So ein 3 existiert, da die PG L3(K)
transitiv auf den nichtentarteten Vierecken von Po(K) operiert.

Weil V' transitiv auf C\{(0 : 0 : 1)} operiert, existiert ein pr € V mit (1:0: 0)* = P Setze
a1 = f1 0 «ao pu. Die Kollineation «; wird dann induziert von einer Matrix A; € GL3(L) mit

1 0 0
Ai=10 b 0
0 d e
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Wegen V# =V und 8 € PGL3(K) gilt:
[V N PGL3(K)| = o0, |C* NP(K)| = 0

Dabei wird V! induziert von (V)" mit

1 0 0
(Ver) = ¢ (M(r,s))™ = br 1 0] eGLsL): (1:r:8)€eC
dr+es -5 1

Da [(Ve) N GL3(K)| = oo ist, existiert ein r # 0 mit (M (r,s))™ € GL3(K), also br € K, und
—&r € K,. Dann ist e = b?k fiir ein k € K,. Es werde nun 3, € PGL3(K) induziert von der Matrix

Wegen 3y € PGL3(K) ist |[V*2 N PGL3(K)| = oo sowie |C*? N Py(K)| = o0, wobei V2 induziert
wird von (V)" mit

1 0
(Vez)y =S (M(r,5))* = br 1 0|eGLs(L): 1:r:s5)eC
fr+b*s —br 1

Wegen (1:0:0) € C* und der Transitivitdt von V2 auf C*2\{(0:0: 1)} ist aber auch

0
(Vo) = r 1 0)eGLsL): (1:r:s)eC
1

-Tr

(3b) Setze nun B := By 0 31 € PGL3(K). Es ist C* = (C*)?. Andererseits ist C*2 die Nullstel-
lenmenge des Polynoms F' mit

-1
F(w,z,y) = (GOAQ )(w, 2, y)
_ N n—p’ 1 ) il P’ d; ,pt 1 di ,,n—2p, .2p°
- Zi:o w |:(Cz bl di b3p* )z + b2t I +3 p2ot W -
Setzt man fiir ¢ = 0,..., N schliefflich a; := b;j — diﬁ, b; = #, so ist (I) bewiesen, wenn man

beriicksichtigt, daf man oBdA. a;, b; € K annehmen kann: Eine Kurve in P (IL) mit unenlich vielen
K-rationalen Punkten ist — bis auf multiplikative Vielfache — die Nullstellenmenge eines Polynoms
mit Koeffizienten in K.

(4) Es sei nun charK = 3 und K nicht perfekt. Die Kurve C' hat mit der Geraden [0 : 1 : 0] nur
endlich viele Punkte (1: 0 : s) gemeinsam, also besitzt V' nur endlich viele Kollineationen, die von
der Singularitdt (0:0: 1) von C verschiedene Fixpunkte haben. Es sei

V/={M(r,s)€V': r#0, 3t €L, mit tAM(r,s)A™" € GL3(K)} .
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Fiir die von V/ induzierte Menge von Kollineationen V, ist demnach |V.* N PGL3(K)| = cc.

(4a) Wenn nun fiir ein M € V/ ein t € K, existiert mit tAMA~! =: B € GL3(K), so zerfillt das
charakteristische Polynom von B iiber K zu (z —t)3 € K|x], also ist die Singularitit (0:0:1)® = S
von C* in Py(K) enthalten und ihre Tangente [0o]* = T auch. In diesem Fall liegt die Situation
(ITa) vor, der Beweis vollzieht sich analog zu den Schritten (3a) und (3b).

(4b) Wir nehmen nun an, daf fiir alle M € V/ und fiir alle ¢t € L, mit tAMA™! € GL3(K) gilt:
tZK

Wihlt man ein festes Paar (Mo, to) mit My € V/ und to € L,\K,, so da tyAMqA~! = By €
GL3(K) ist, so ist das charakteristische Polynom von By gleich 2% — uy € K[z] mit ug = 3. Es sei
K’ = K(tg). Dann ist K’ eine rein inseparable Korpererweiterung von K vom Grad 3. Die Singula-
ritdt (0:0: 1)® von C* ist dann in Po(K')\P2(K) enthalten und die Tangente [0o]® ist eine Gerade
in P2 (K")\P2(K), da 2® — ug iiber K’ zu (z — t9)? zerfillt, aber iiber K irreduzibel ist. Die Kurve
C kann keinen Knoten haben, denn fiir einen K-rationalen Punkt auf C'* ist auch seine Tangente
eine Gerade in P3(K). Da sich, falls C' einen Knoten hat, alle Tangenten in diesem Knoten treffen,
miifite der Knoten von C* ein Punkt in P2(K) sein. Bei KV-Kurven mit Knoten fillt dieser aber

mit der Singularitét zusammen.

Mit denselben Uberlegungen wie in (3a) und (3b), allerdings jeweils fiir Kollineationen 1 und (s in

PGL3(K') statt PGL3(K), kann man jetzt zeigen, daB ein 5 € PGL3(K') existiert, so daB (C*)” die
Nullstellenmenge eines Polynoms F' € K'[w, z,y] ist mit F(w,z,y) = Zfio w P (a;zP" + biyP') +
10w 2P 2% und |(C%)? NP2 (K')| = oo sowie [(V*)? N PGL3(K')| = cc. Es ist 8 ¢ PGL3(K),

da (0:0:1)%°% = (0:0:1) € Po(K) ist, aber (0:0:1)* & Py(K). O

Als nichstes untersuchen wir Translationskurven.

HILFSSATZ 34 (Normalformen fiir Translationskurven) Es sei L ein algebraisch abgeschlossener
Korper von endlicher ungerader Charakteristik p und K ein unendlicher Teilkérper von L. FEine
irreduzible Translationskurve C vom Grad n in Pa(L), die keine VP-Kurve ist, habe den Stabilisator
I'c < PGL3(L) und sei oBdA. die Nullstellenmenge des Polynoms G € Lw, z,y] mit G(w, z,y) =
w"ly + Zfil WP (c;x?" +dyP') und n = pN sowie (cy : dn) € {(1:0),(0:1)} (vgl. Definition
14, 5.101). Fiir eine Kollineation o € PGL3(IL) sei

|C*NP(K)| =00, |Te)*NPGL3(K)| = 0.
Dann gilt:

(1) Es existiert eine Kollineation 3 € PGL3(K), so daff (C*)? die Nullstellenmenge eines Poly-
noms F € Kw, z,y] ist mit F(w,z,y) = w" 'y + Zf\;l w™ P (a;zP" + biyP).

(IT) Ist K nicht perfekt und ist die Singularitit S von C verschieden vom Knoten @ von C, so ist
S« bzw. (S*)P eventuell ein Punkt in Po(L)\P2(K). Ist K perfekt, so ist S € Po(K).

(III) Fiir S® € Po(K) ist (an,by) = (en,dn), also (S*)P = S.

Beweis:

(1) Wie im Teil (1) des Beweises von Hilfssatz 33 zeigt man, daf$ [V N PGL3(K)| = oo ist, wobei
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V <« T'¢ ist und induziert wird von
1 00
Vi=dM(r,s)=[r 1 0] €GL3(L): (1:7r:s)€C, (vgl Satz 25, S. 102).
s 0 1

Es sei weiter V., = {v € V : v* € PGL3(K)} und V] C V’ die Menge aller Matrizen, die Vi,
induzieren. Wenn A € GL3(LL) ein Repréisentant fiir « ist, folgt:

VMeV/3tel, mit tAMA™! € GL3(K)

(2) Betrachte fiir so ein M € V! mit B := tAMA~! € GL3(K) das charakteristische Polynom
xB(7) = 2% — 32%t + 3xt> — t* € K[x] von B. Dieses Polynom ist iiber K reduzibel und B induziert
auf P2(K) eine wohldefinierte Elation:

Fiir charK # 3 ist x g sicher reduzibel. Fiir charK = 3 und xp irreduzibel kénnte man B innerhalb
der GL3(K) zur rationalen Normalform
0 1 0
0 0 1
30 0

~+

konjugieren. Diese Matrix induziert aber fiir ¢ ¢ K — gesehen als Element der GL3(IL) — keine
Perspektivitit von PGL3(IL). Das kann nicht sein, also ist auch fiir charK = 3 das Polynom xpg
reduzibel iiber K.

Wenn B auf P»(K) keine Elation induzieren wiirde, kénnte man B innerhalb der GL3(K) konju-
gieren zu

t 10
0 t 1| =J(@).
0 0 t

Das kann auch nicht sein, denn die Jordannormalform von B innerhalb der GL3(LL) ist nicht kon-
jugiert zu J(t). Also induziert B eine Elation in der PGL3(K), die das Zentrum Z € P3(K) und
die Achse g hat, dabei ist g eine Gerade mit unendlich vielen K-rationalen Punkten.

Es sei @ = (0:1:0) der Knoten von C' und Q% der Knoten von C®. Der Punkt Q% muf} in
P2(K) liegen, denn C* hat unendlich viele K-rationale Punkte und deren Tangenten sind dann
K-rationale Geraden, die sich in einem K-rationalen Punkt treffen miissen.

(3) Es sei P ein K-rationaler Punkt auf C, der nicht auf der Geraden g liegt. Wegen der Tran-
sitivitdt von V' auf C existiert ein g € V mit (1:0: 0)* = P Weiter sei 3y € PGL3(K) so,
da PPt = (1:0:0) ist und (Q*)#* = (0:1:0). Fiir die Gerade [0o] — die Achse der von M € V/
induzierten Elation aus V — gilt:

[00]P1°%°K = [1: 0 : 2] mit z € K.

Es sei nun f; € PGL3(K) so, dafl (1:0:0)% = (1:0:0) ist sowie (0:1:0)”2 = (0:1:0) und
auBerdem [1: 0 : z]% = [1:0: 0] = [oc] (so ein 3 existiert sicher). Setze nun a; := B203;0aop. Fiir
einen Représentanten A; € GL3(L) von o gilt dann wegen (1:0:0)* =(1:0:0),(0:1:0)* =
(0:1:0), [00]* = [o0]:

1 00
A'=(0 a b
0 0 ¢
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Es ist C* die Nullstellenmenge von (G o AT1) mit

L(GoAT)(way) = wrly+ D et (920’ 4 (S 4 g )y

—. w"fly + le\il wh—"P" (a;xpi I b;ypi)
= F(w,z,y).
Setze 3 = B 0 B € PGL3(K). Es ist C1 = (C"‘)E und deshalb ist F € Klw,z,y] sowie
|IC* N P2(K)| = o0, |V NPGL3(K)| = .

(4) Je nachdem, ob (cy,dn) = (0,1) oder = (1,0) ist, fillt die Singularitit von C mit dem Knoten
zusammen oder nicht. Wir unterscheiden drei Félle.

(4a) Falls die Singularitét S von C mit dem Knoten @ von C zusammentfillt, ist (a/y, b)) = (0,1).
Setze in diesem Fall a; := af, b; := b, fir ¢« = 1,...,N sowie § := [, F := F. Dann ist die
Behauptung bewiesen.

(4b) Falls die Singularitdt S von C verschieden vom Knoten @ von C' ist und falls zusétzlich
S =(0:—2:1) ein Punkt in P5(K) ist, setze

X = S GL3(K)

S O =
S = O
=l O

Es sei 03 die von X induzierte Kollineation in PG L3(K) und weiter ag := 5 o ;. Dann ist C'*2
die Nullstellenmenge von F o X ! € Klw, z,y] mit

FoX'way) = wly+ Xk o (aa? + 0 - a2y
—. wnfly + Z:«zl wnfpl ((],,L'l’pl + biypl)'
N T N N
Es ist by = by — a’NZZN = —%z% + % + dNCPN_1 = 0 wegen dy = 0. Setze nun

B:=p30Pz0p; und F = Fo XL Dann ist die Behauptung bewiesen.

(4c) Falls die Singularitéit S von C' verschieden vom Knoten @ von C'ist und falls $ = (0: —2 : 1)
pN pN

kein Punkt in P5(K) ist, ist ¢ := —2 ¢ K, aber wegen (a/y, bly) = (%~ ") ¢ K x K gilt im-

merhin #*" € K. Diese Situation kann also nur fiir nicht perfekte Korper auftreten. In diesem Fall

setze wie in (4a) a; = af, b; =0 fir i =1,...,N sowie § = 3, F = F. Dann ist die Behauptung

bewiesen. (]

Nun betrachten wir verallgemeinerte Parabeln, schliefen aber den Sonderfall pr_ly = 2 in
Charakteristik p vorerst aus.

HILFSSATZ 35 (Normalform von verallgemeinerten Parabeln) FEs sei L ein algebraisch abge-
schlossener Kérper mit charll # 2 und K ein unendlicher Teilkorper von L. Die Kurve C :=
{(w,z,y) € Pa(L) : w' *yk = 2"} sei eine irreduzible VP-Kurve, die keine Translations-
kurve ist, mit Stabilisator T'c < PGL3(L). Weiter sei a« € PGL3(L) eine Kollineation mit
C A Py(K)| = 00, [(Te)* N PGL(K)| = oo.

Dann ezistiert eine Kollineation 3 € PGL3(K) mit (C*)? = C.
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Beweis:

(1) Wir fithren zuerst einige Notationen ein.

Es sei A das Einheitsdreieck mit Ecken F; = (1:0:0),E2 = (0:1:0),E3 = (0:0:1). Fiir
j =1,2,3 sei e; der zugehorige Einheitsvektor, je nach Zusammenhang im Vektorraum L3 bzw.
K3. Die Matrix A € GL3(LL) sei ein Reprisentant fiir die Kollineation «.

Es sei I” eine Indexmenge, so daf}

1 0 0
M,=1{0 7"5 0 iel”} C GLg(L)
0 0

die Gruppe I'c induziert (vgl. Hilfssatz 24, S.97), es gelte dabei M; # M; fir i # j, i,j € I"”. Die
Indexmenge I’ C I” sei gegeben durch I' := {i € I" : |{1,7F,r?}| =3}. Es ist |I'| = oo, da I'¢
nur endlich viele Homologien enthalten kann. Nun sei schlielich I C I’ die Menge aller Indizes, so

daf fiir die zugehorigen Matrizen M; gilt:
3t; € L, mit t; AM; A~ =: B; € GL3(K)

Es ist |I| = oo wegen |(I'¢)* N PGL3(K)| = co. Setze noch R := {r; : i € I'} und zuletzt x; € K[z]
das charakteristische Polynom von B; (fiir ein fest gewiihltes t;).

(2) Wir zeigen: Die Ecken von A® liegen in Py (K).

Fiir alle ¢ € I gilt: Die von der Matrix B; € GL3(K) C GL3(L) induzierte Kollineation — auf-
gefait als Element der PGL3(L) — hat genau die Fixpunkte E, j = 1,2,3. Eine Matrix B;
hat im L-Vektorraum L genau drei linear unabhiingige Eigenvektoren Ae; zu den Eigenwerten
ti7 ti’f‘f, tz’l”?

Wir unterscheiden jetzt fiinf Falle, namlich:
(a) Genau zwei Ecken von A® liegen in Ps(K).
(b) Nur E¢ liegt in Ps(K).
(c) Nur E$ liegt in Pa(K).
(d) Nur ES liegt in Po(K).
(e) Keine der drei Ecken von A? liegt in P (K).

Diese Fille fithren wir nacheinander zum Widerspruch.

(2a) Angenommen, genau zwei Ecken von A® liegen in P»(K). Dann hat fiir alle ¢ € I die Matrix
B, genau zwei linear unabhingige Eigenvektoren im K-Vektorraum K3, also zerfillt x; iiber K in
Linearfaktoren. Da y; in L drei verschiedene Nullstellen hat, gilt das natiirlich auch in K. Dann
hat aber B; drei linear unabhingige Eigenvektoren im K2, Widerspruch.

(2b) Angenommen, nur EY liegt in Po(K). Es sei 0BdA. die Matrix A € GL3(L) so normiert, daf
Aey =: vy € K3 ist. Wegen Bjvy = t; AM; A~ Ae; = t;v; und B; € GL3(K) ist t; € K Vi € I. Wir
konnen also t; = 1 Vi € I annehmen. Fiir das charakteristische Polynom yx; ergibt sich dann fiir
allet € I:

3

(z—1)(z— rf)(w —r?) € Ljz]\K[z].

K2

Xi(z) = (z—-1)(@® —a(rf +r7) +r*") € Kla]
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Fiir ein fest gewihltes ig € I sei nun r;, =: a sowie pu(z) = 22 — z(a® + a") + a*™". Es ist
u € K|z] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfillungskorper dieses Polynoms sei
K’ = K(a*) = K(a™). BEs gilt [K’: K] = 2 und K’ = K(a):

Die Irreduzibilitit der Kurve C' impliziert, dafl n und & teilerfremd sind, also existieren zwei ganze
Zahlen u und v mit un + vk = 1. Aus a¥,a” € K folgt (a¥)? - (a™)* = a""+"* = q € K/, also
K(a) =K.

Wegen degp = 2 und a” # a® existiert genau ein nichttrivialer Kérperautomorphismus ¢ von K/,
der K invariant 1i8t. Dieser mufl dann die beiden Wurzeln a* und a™ von p vertauschen, also ist
#(a™) = a* und ¢(a*) = a™. Es folgt:

Wegen p € K[x] haben wir aufierdem a"** € K, also

a"¢(a")

a"th = aFg(ak)

} — @) = (ag(a)" T =1

Es folgt
(a . a1)7z+uk)n—k — a(1+1)7l+uk)(n—k) -1

Esist n —k # 0 und 1 4+ vn 4+ uk # 0, wie man leicht nachrechnet. Man beachte dabei, daf§ fiir
u=—v=1und n=k+1zwar 1 +vn+uk = 0 ist, aber fiir irreduzible VP-Kurven oBdA. 2k < n
angenommen werden kann. Dann wére 2k < k+ 1 bzw. k < 1, aber £ € N.

Also ist a ein Element aus L, von endlicher multiplikativer Ordnung.

Nun betrachte fiir i € I das Polynom p;(x) = 22 — z(rf +77) + r¥™ € K[z] und den zugehérigen
Zerfillungskorper K| von u;.

Fiir alle ¢ € I gilt K} =K":

Jede Matrix B; hat im K}-Vektorraum (K})? drei linear unabhéngige Eigenvektoren, da x; in K}[z]
zerfillt. Andererseits hat jede Matrix B; im L-Vektorraum L3 dieselben Eigenvektoren wie Bj,.
Wenn v € (K')? so ein Eigenvektor von B;, ist, ist also B;v = Av mit A € {1,7% 77} C K.. Wegen

P AR A

B; € GL3(K) ist Byv € (K')3, also A € (K')? und deshalb auch A € K’ wegen v # 0.

Der (einzige nichttriviale) Kérperautomorphismus ¢ € Autg(K’) permutiert nun fiir jedes i € I
die zwei Nullstellen von p;, also gilt, wenn man die vorher fiir a gemachte Rechnung fiir alle r; mit

1 € I durchfiihrt:
r(l+vn+uk)(n71€) -1

7 ’

ci=(14vn+uk)(n—k)#0

Die Menge R = {r; : i € I} besteht also aus c-ten Einheitswurzeln von L und ist somit endlich.
Widerspruch.

(2¢) Angenommen, nur E$ liegt in Pa(K).

Es sei oBdA. die Matrix A € GL3(LL) so normiert, dal Aey =: vy, € K3 ist. Wegen Bjvy =
tiAM; A= Aey = t;r¥vy und B; € GL3(K) ist also t;7% € K. Fiir das charakteristische Polynom y;
ergibt sich dann fiir alle ¢ € I:

xi(x) = (z—tiof)(@® —x(t; + tr) + t7r7) € Klz]
= (z—tirF) (@ —t;)(x — t;r?) € Liz)\K][x].

Fiir ein fest gewdhltes ig € I sei nun r;, = a und t;, = t sowie p(z) = 2% — z(t + ta™) + t?a". Es
ist u € K[x] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfillungskorper dieses Polynoms sei
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K’ = K(t) = K(ta™). Ahnlich wie in (2b) rechnet man nach, da K’ = K(a) ist. Es ist Autg(K') =
{id, ¢} mit ¢(t) = ta™, ¢(ta™) =t und ¢(ta*) = ta* und deswegen

3

ola") = o(1) = &) = g = a7,
k a

k k
olah) = o) = St = fom =t

°

Wegen a"¢(a™) = 1 haben wir aulerdem:

a(lJru(kfn)fun)n -1

Es ist (n,k) = 1 und n > 1 und deswegen ist 1 + v(k — n) — un # 0, wie man leicht nachrechnet.
Also ist a ein Element aus L, von endlicher multiplikativer Ordnung.

Nun kann man analog wie in (2b) fortfahren und erhélt |R| < oo, Widerspruch.

(2d) Angenommen, nur E$ liegt in Pa(K).

Es sei oBdA. die Matrix A € GL3(LL) so normiert, dafl Aeg =: v3 € K3 ist. Wegen B;vz = t;rv3
und B; € GL3(K) ist also t;r* € K. Fiir das charakteristische Polynom y; ergibt sich dann fiir alle
1€ 1:
xi(z) = (z—tirP)(x—t;)(x - tirf) € L[z]\K[z]
= (z—tr?)(2? — 2(t; + tirk) + 2rF) e K[2]

Fiir ein fest gewiihltes ig € I sei wieder r;, = a und t;, = t sowie u(z) = 2% — x(t + ta*) + t2a*. Es
ist p € K[x] irreduzibel und separabel vom Grad zwei. Der Zerfillungskorper dieses Polynoms sei
K’ = K(t) = K(ta*). Ahnlich wie in (2b) rechnet man nach, da K’ = K(a) ist. Es ist Autg(K') =
{id, ¢} mit ¢(t) = ta*, ¢(ta*) =t und ¢(ta™) = ta™ und deswegen

n n k
o) = ¢ (“;) == o) =0 (t“> = L—a,

Daraus folgt (mit un + vk =1, u,v € Z):

d(a) = (¢(a"))"” (¢(a™))" = a~ k=P
Wegen a*¢(a*) = 1 haben wir auBerdem:

a(lfkar(nfk)u)k -1

Fiir k # 1ist 1 — kv + (n — k)u # 0, wie man leicht nachrechnet. Fiir k = 1 ist ¢(a) = 1 und
(p(a))" = ¢(a™) = a1, also a™™ = a"" ! <= a?"~! = 1. Deshalb ist — unabhéngig davon, ob k
von 1 verschieden ist oder nicht — a ein Element endlicher multiplikativer Ordnung in L.

Nun kann man wie in (2b) fortfahren und erhélt |R| < oo, Widerspruch.

(2e) Angenommen, keine der drei Ecken von A® liegt in Pa(K).

Dann ist y; irreduzibel und separabel tiber K vom Grad drei fiir jedes ¢ € I. Fiir ein fest gewéhltes
iop € I sel nun r;, = a und ¢;, = ¢ sowie x = x;, und K’ der Zerfallungskérper von x. Es ist
K’ = K(a), denn wegen a*,a" € K', un + vk = 1(u,v € Z) folgt a = (a¥)?(a™)* € K/, auBerdem
ist t + ta* + ta™ als Koeffizient von x in K enthalten, also ist ¢t € K(a).
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Dann existiert ein Kérperautomorphismus ¢ € Auty (K'), der auf den drei Wurzeln ¢, ta®, ta™ von
X als 3-Zykel wirkt, etwa ¢(t) = ta®, ¢(ta®) = ta", ¢(ta™) = t. Wir rechnen:

p(a¥) ¢(%) = t((lT: =a"* = (dF¢(a¥)) =a™ (A)

oa") = o(*F)=gr=a" (B)
Mit 1 = un + vk fiir u,v € Z ist auflerdem

B(a) = (6(a")" (§(a*))" = aFurvin ©)

Wenden wir nun ¢ auf (A) an, so ergibt sich:

$(a*o(a*)) = (a*)d?(a*) = (a) & o, also
a*¢(a*)¢?(a*) = (ag(a)d?(a))F = (D)

Wenden wir ¢ auf (B) an, so folgt:

@) =ola ") F " 5 0 e @) =1 B am(a")e? (") = (ad(@)6?(@)" =1 (E)

Wegen un + vk = 1 folgt aus (D) und (E):

u

((a6(@)?(@)")" ((ab(@)¢*(@)")" = ad(a)s(a) =1
Mit (C) dann

a - o kutvn—Fk) 'a(fku+v(nfk))2 _ a[1+(7ku+v(n7k))+(7ku+v(nfk))2] -1

Esist 1 — ku+v(n — k) + (—ku + v(n — k))? # 0, da das Polynom 1+ x + 22 iiber Z irreduzibel
ist. Also ist a ein Element aus L, von endlicher multiplikativer Ordnung.

Nun betrachte fiir ¢ € I das Polynom x; und den zugehdérigen Zerféllungskorper K. von x;. Es gilt
fiir alle i € I: K} = K’ (Argument wie in (2b)). Fiir ein j(i) := j € {1,2} operiert nun ¢ := ¢’ auf
den Wurzeln von y; durch ¥(t;) = t;r¥, ¢ (t;7F) = t;r?, 9 (t;r") = t;. Dieselbe Rechnung wie fiir
¢, t und a liefert deshalb:

Viel: o(r)|l+ (—ku+vn—vk) 4+ (—ku + vn — vk)?
Also ist |R| < oo, Widerspruch.

(3) Es liegen also die Ecken Ef, ES', E§ von A® in Py(K), etwa Ef = P; fiir j = 1,2, 3. Es sei P ein
Punkt auf C* N P2(K), der nicht auf einer Kante von A® liegt. Da die PG L3(K) transitiv auf den
Vierecken von P»(K) operiert, existiert eine Kollineation 8 € PGL3(K) mit 5(P;) = Ej,j = 1,2, 3,
und B(P) = (1:1:1). Es sei nun v € I'c die Kollineation, die den Punkt (1 :1:1) € C auf
P € C abbildet sowie o/ := Boao~. Es ist o/ = id und deshalb C* = (C*)# = C wegen
vy eTc. U

Zuletzt wenden wir uns dem Spezialfall einer verallgemeinerten Parabel in Charakteristik p zu, die
gleichzeitig eine Translationskurve ist.
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HILFSSATZ 36 (Normalformen fiir Translationskurven, die gleichzeitig VP-Kurven sind) Es sei
L ein algebraisch abgeschlossener Korper von endlicher Charakteristik p # 2 und K ein unendlicher
Teilkorper von L. Die Kurve C C Pa(LL) sei die Nullstellenmenge des Polynoms G € L|w, z,y] mit
Gw,z,y) = pr_ly e fir ein N € N und I'¢c sei der Stabilisator von C innerhalb der
PGL3(L). Fiir eine Kollineation o € Pa(IL) gelte

0% N Py(K)| = 00, |(Te)® N PGL3(K)| = .

Dann liegt einer der folgenden Fille vor:

(I) Ist die Singularitit S von C ein Punkt in Pa(K), so ewxistiert ein 3 € PGL3(K) mit
(C)P =C.

(II) Ist die Singularitit S von C* ein Punkt in Pa(L)\P2(K), so existiert ein 3 € PGL3(K), so
daf die Kurve (C%)® die Nullstellenmenge des Polynoms F € Klw,z,y| ist mit

F(’LU, xay) = pr_ly - )‘pprN - NpNypN7 )‘7/J/ ¢ K? )‘pNvﬂ“pN e K.

Die Gruppe (T¢)® N PGL3(K) enthdlt einen Normalteiler W von endlichem Index, dessen
nichttriviale FElemente Elationen sind. Der Korper K ist in diesem Fall ein nicht perfekter
Korper.

Beweis:

(1) Dem Hilfssatz 24 entnimmt man, da§ T'¢ reprisentiert wird von

1 0 0
=< M(rt)=| r t 0 |e€GLy(L): rel,tel,
0

Es ist klar, daf I'c auf C, := C\{(0 : 0 : 1)} scharf zweifach transitiv operiert. Es seien nun
S =(0:0:1) die Singularitit und @ = (0: 1 : 0) der Knoten von C, weiter P und R zwei Punkte
auf C*NPy(K), so dall P,Q, R und S die Ecken eines nichtentarteten Vierecks bilden. Es existiert
cine Kollineation € T mit (1:0:0)* = P*  und (1:1:1)* = R* . Fiir a; := a o p gilt
dann wegen C* = C**, daB |C** N Py(K)| = oo und [T} N PGL3(K)| = oo ist.

Der Knoten Q% = Q** ist ein Punkt in P2(K), denn wenn C* unendlich viele K-rationale Punkte
hat, muB der Schnittpunkt der (K-rationalen) Tangenten dieser Punkte in P2(K) liegen.

(2) Wir betrachten den Fall S* € P5(K).

Da die PGL3(K) transitiv auf den nichtentarteten Vierecken von Po(K) operiert, existiert eine
Kollineation 3 € PGL3(K) mit (P*)? = (1:0:0), (Q*)? =(0:1:0), (R*)? =(1:1:1) und
(S*)# = (0 : 0 : 1). Offensichtlich ist dann v := o a; = id und C? = (C*)? = C. Damit ist (I)
gezeigt.

(3) Wir betrachten den Fall S* ¢ P5(K).

Es existiert eine Kollineation 3; € PGL3(K) mit (P*)% = (1 : 0 : 0),(R*)» = (1:1: 1)
und (Q¥)% = (0 : 1 : 0). Die Kollineation v := 3; o a; wird dann induziert von einer Matrix
C,y S GLg(L) mit
l1—a O a
Cy = 0 1-b b
0 0 1
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und das Bild der Singularitéit S ist gleich S7 = (a:b:1). Es ist also a ¢ K oder b ¢ K. Auflerdem
ist [oo]Y =[1:0: —a).

(3a) Es sei nun a € K, dann ist b ¢ K.
Betrachte die Kollineation f € PGL3(K), die von der Matrix By € GL3(K) induziert wird mit

1
l—a 0 _ﬁ
Bo=| 0 1 0
0 O 1

Dann wird € := (33 o v induziert von der Matrix £ mit

1 0 0
E=(0 1-b b
0 0 1

und es ist 3 := By 0 B; € PGL3(K) sowie C¢ = ((C*)*)” = (C*)® mit |C* N P2(K)| = oo ,
ITe N PGL3(K)| = oo. Die Kurve C¢ ist die Nullstellenmenge des Polynoms F := G o E~! €
Klw, z,y] mit

F(U.),l’,y) :prily_)‘pprN _/prNypNv A= y == .

Wegen b ¢ Kist A € K und p € K, wegen F' € Klw, z,y] ist AP € K und /ﬂ’N € K. Dann ist der
Korper K nicht perfekt. Die Gruppe I't, wird induziert von allen Matrizen der Form

1 0 0
r(l=b)+r"" b t —bt+bt? |, reL,tel,.
e 0 v

Damit so eine Matrix eine Kollineation in PGLs(K) repriisentiert, mu$ ¢ € K und b(t — t*" ) € K
sein, wegen b ¢ K muf} also gelten:

t=1"" bzw. t e GF(pM)

Betrachte nun den Normalteiler V von I'c, der induziert wird von V' := {M(r,1) e ', : r € L},

weiter die Untergruppe Z von ', die induziert wird von Z’ := {M(0,t) € Ty, : t € L.}. Es ist

Te =V xZund IS = VE x Z€, sowie IS N PGL3(K) = (VN PGL3(K)) % (Z° N PGLs(K)). Die

Menge der t € L, so daB EM(0,t)E~! € GL3(K) ist, ist endlich, also ist Z¢ N PGL3(K) endlich.

Da aber [Tt N PGL3(K)| = oo ist, ist W# := V¢ N PGL3(K) ein (unendlicher) Normalteiler von
o N PGL3(K), also W ein Normalteiler von endlichem Index in 't N PG L3(K).

(3b) Wir zeigen nun, daf8 der Fall a ¢ K nicht auftreten kann.

Es sei wieder V' der Normalteiler von I'c, der induziert wird von V/ = {M(r,1) € T : r € L}
und Z die Untergruppe von I'c, die induziert wird von Z’ = {M(0,t) € T, : t € L,}. Weiter sei
A € GL3(L) ein Reprisentant fiir die Kollineation a.

Zuerst macht man sich klar, dal V* N PGL3(K) = id ist:

Es werde fiir ein 7 # 0 die Kollineation pu(r) € V durch M(r,1) € V' induziert. Wenn nun
(u(r))® € PGL3(K) gilt, existiert ein u € L, mit uAM(r,1)A~! = B € GL3(K). Da die Achse
[00] = [1:0: —a] der Elation (u(r))” nur einen K-rationalen Punkt, ndmlich (0 : 1 : 0), enthélt
und v = foaopist mit 8 € PGL3(K), p € T¢e (vgl. (1), (2)), enthélt die Achse [00]® der Elation
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(u(r))® auch nur einen einzigen K-rationalen Punkt. Dieser ist dann der einzige Fixpunkt in Py (K)
der von der Matrix B induzierten Kollineation. Demnach kann man B innerhalb der GL3(K) zu

u 1 0
J=10 uw 1
0 0 u

konjugieren, denn das charakteristische Polynom x(z) = (z—u)3 von B zerfillt iiber K[z], da der K-
rationale Punkt auf [oo]® von einem Eigenvektor von B reprisentiert wird. Wenn aber B = TJT 1
fir T € GL3(K) gilt, ist diese Gleichung innerhalb G L3 (L) auch erfiillt, ein Widerspruch.

Es sei nun H < T'¢ gegeben durch H = {u € T : p® € PGL3(K)} und H' C I'y, die Menge
der Matrizen, die H induzieren. Jedes nichttriviale p € H wird reprisentiert durch M (r,t) € H',

pN
dabei ist ¢ # 1 und p fixiert ein Dreieck mit Ecken (0:1:0),(0:0: 1) und (1 i ( r ) )

t - \T—¢
Fiir ein fest gewshltes po € H\{id}, induziert durch M(ro,to), sei nun ¢ := 7.
Es gilt:

M(r,tg) € H = r=rg
Angenommen, r # ro und M(r,to) € H’'. Dann ist M(r,t) (M (ro,t0)) " = M(r —ro,1) € H',
also enthélt H eine nichttriviale Elation, ein Widerspruch zu V¢ N PGL3(K) = id.

Es gilt weiter fiir jedes nichttriviale M (r,t):
r

M(r,t) e H' =

(r,t) € = 13=¢
Angenommen, M(r,t) € H und 1= =d # c.

Es ist M (r,t)M(ro,to) (M(r,t)) " = M(r + rot — rto, to) € H’' und deswegen

M (r +rot = rto, to) (M(ro, t0)) ™" = M(r —ro + rot —rtg, 1) € H'.

Da H keine nichttrivialen Elationen enthélt, ist r — rg + rot — rtg = 0. Dies wiederum impliziert
(I1—=t)(1—t9)(d—c) =0. Wegen t # 1 und ty # 1 ist das ein Widerspruch zur Annahme ¢ # d.

Es gilt also fiir eine geeignete Indexmenge I mit |I| = oco:
H/ = {M, = M(C(l*b),tl) GI‘C: iGI}, ti #tj fir Z,j GI, 17&]

Fiir jedes i € I existiert demnach ein u; € L, mit w;AM;A™! = B; € GL3(K). Es sei x; das
charakteristische Polynom von B;. Uber L zerfillt x; zu xi(z) = (z — us)(z — uity)(z — uith).
Die Matrix B;, interpretiert als Element von GLs3(L), hat demnach die linear unabhiingigen
Eigenvektoren v; zum Eigenwert u;, ve zum Eigenwert u;t; und vz zum Eigenwert uitf " mit
v = Aw, vy = Aeg,v3 = Aes,w = (1, ¢, cpN). Es sei o0BdA. A so normiert, dafl vy, der Reprisen-
tant des Knotens von C?, ein Vektor im K-Vektorraum K? ist. Es ist u;t; € K. Der Vektor vs € L3
représentiert die Singularitiit von C?, also ist v & K3.

Bevor wir weitermachen, werfen wir einen Blick auf den Sonderfall ¢t = " fiir ¢ # 1. In diesem
Fall induziert M := M(c(1 —t),t) eine Homologie mit Achse [oo] und Zentrum (1 : c¢: cpN). Wire
fiir ein u € L, die Matrix uAMA~! =: B € GL3(K), so wire, da [0o]® keine Gerade in Py (K) ist,
die Matrix B innerhalb der GL3(K) konjugiert zu

u 0 O
J=10 wut 1],
0 0 wut



denn das charakteristische Polynom von B miifite iiber K zerfallen zu (x — u)(xz — ut)?. Da aber
in der GL3(L) die Gleichung M = TJT~! fiir T € GL3(L) nicht losbar ist, geht das auch nicht in
GL3(K). Also gilt fiir jedes nichttriviale M; C H':

MiEH/ = ti#th

Wegen t; # th Vi € I (auler dem Trivialfall t; = 1) ist also x; separabel. Da S & Py(K) ist, ist
auch (1:¢: cpN) & P2(K), sonst wiirde ; iiber K in Linearfaktoren zerfallen. Es ist

xi(z) = (v — uiti)(xz —x(u; + uith) + u?th) =: (z — uit;)pi ()

mit u;t; € K, p; € K[z] irreduzibel und separabel iiber K. Es existiert deshalb ein nichttrivialer
Korperautomorphismus ¢; € Autg(K;), dabei sei K; der Zerfiallungskorper von pu;, und fiir ¢; gilt:

N N
Gi(wi) = uith ,  Gilwitl ) =u;,  Pi(wits) = ugt;
Wir rechnen:

uit; = giuiti) = ¢ius)di(ti) = %‘tf}vcﬁi(fz‘) = dit) = ti__pN
wi = giluit] ) = ¢ilws) (&))" = wit! ' 7 = 1= O

1=#P W o 1=t viel

Da das Polynom 27’ =2 — 1 nur endlich viele Nullstellen in L hat, folgt || < oo, Widerspruch. O
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o(x), op(x)
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|

(w:x:y)
[a:b: ¢
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